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Prefacio

“O completo conhecimento da natureza de uma fungdo analitica deve também incluir
a indicacdo do seu comportamento para valores imagindrios dos argumentos. Muitas
vezes, isto € indispensdvel inclusive para a correcta apreciacao do comportamento da
fungao para argumentos reais.” (C. F. Gauss, Carta a F. W. Bessel, 1811).

A teoria das fungoes complexas de variavel complexa, usualmente designada por Andlise Compleza,
é uma area da Matematica cujos fundamentos remontam ao século XVIII, estando intimamente ligada a
muitos mateméaticos de renome, tais como Euler, Gauss, Riemann, Cauchy e Weierstrass. E igualmente
um assunto de grande utilidade noutras areas tanto na Matematica Pura como na Matematica Aplicada,
na Fisica e noutras ciéncias experimentais, sendo por isso, parte integrante de cursos de Engenharia,
Fisica ou Matemaética.

Sendo um assunto que sempre mereceu uma vasta literatura, ainda n@o tem, curiosamente, a
desejada correspondéncia em publicagbes na lingua portuguesa. Recentemente, esta lacuna tem vindo
a ser gradualmente preenchida, com alguns livros em que se abordam funcGes elementares, expansoes
em série de Taylor e Laurent, e os teoremas de Cauchy e dos residuos em algumas das suas versdes. Esses
livros destinam-se essencialmente a alunos dos primeiros dois anos de uma licenciatura de Matematica,
Fisica ou Engenharia.

Prosseguindo esta tendéncia, este livro pretende abordar aspectos complementares, mas ainda
classicos e fundamentais, da teoria das fungoes de variavel complexa, de grande relevo para inumeras
aplicagOes a outras areas da Matematica e afins. Assim, este pode ser visto como texto de apoio a uma
disciplina dedicada aos fundamentos matematicos da Anélise Complexa, sendo por isso destinado a
estudantes de final de Licenciatura ou inicio de Mestrado em Matematica Pura, Matematica Aplicada
ou Fisica.






CAP{TULO 1

A algebra e topologia dos ntimeros complexos

Um ntimero complexo z pode ser considerado um par (ordenado) de nimeros reais x,y que escre-
vemos na forma:

(1.0.1) z=x+1y.

Na representacao acima, ¢ denota a unidade imaginéria, que verifica todas as usuais regras de mani-
pulagao algébrica, e a seguinte relagao adicional:

(1.0.2) 2= —1.

O conjunto dos nimeros complexos sera designado por C. A relagao (1.0.2) é a propriedade fundamental
que permite multiplicar ntimeros complexos, o que nos leva a considerar a aritmética em C.

Para além da aritmética, neste capitulo estudaremos também a topologia candénica em C, e algumas
propriedades geométricas elementares relacionadas com as operagoes entre nimeros complexos.

1.1. Aritmética dos niimeros complexos

A correspondéncia entre um ntimero complexo z e o par de niimeros reais (z,y) € R? na equacdo
(1.0.1) permite pensar no conjunto C como o plano euclideano, mais precisamente como o espago
vectorial real R? (de dimensdo 2 sobre o corpo R).

Em R? temos as operacdes de soma de dois vectores e a multiplicacio de um vector (em R?) por
um escalar (de R). Por outro lado, em C, usando a relacao fundamental (1.0.2) podemos multiplicar
dois niimeros complexos. Nesta seccao estudamos as propriedades aritméticas dos nimeros complexos.

Temos as seguintes defini¢oes, notagoes e propriedades basicas da aritmética em C:

e A unidade imaginaria ¢ i, e verifica i = —1.

e Um nimero complexo é z = x + iy € C, onde 2,y € R.

e A parte real de z = x + iy é denotada por Rz := z.

e A parte imaginaria de z = = + iy é denotada por Jz := y.

e Sendo 21 = x1+1y1 € 29 = x9+1iys dois ndmeros complexos, a sua soma e produto sao definidos
por:

21+ 22 := (21 + Y1) + (w2 +iy2) = (v1 + 22) + i (y1 + ¥2) ,
21 22 0= (@1 + iy1) (@2 + iy2) = (2122 — y1y2) + i (T1y2 + 2201) -

O zero, também chamado origem, é o niimero complexo 0 = 0 + 0.

A unidade é o niimero complexo 1 =1 + 0.
O inverso de um nimero complexo z = = + iy # 0 é dado por:

1 1 T — 1y T — 1y
(1.1.1) - = — = . N T o2 2
z x+4iy  (x+iy)(z—idy) 22+y
H& uma inclusao natural dos ntimeros reais nos complexos, R C C, obtida fazendo

(1.1.2) reR — x+i0eC.

Em particular o zero e a unidade do corpo R tém exactamente o mesmo papel em C (elementos neutros
da adigdo e multiplicagdo, respectivamente). A definigdo de inverso, permite-nos mostrar o primeiro
resultado sobre C.

TEOREMA 1.1. O conjunto C de todos os mimeros complexos forma um corpo. Em particular,
todos 0s nimeros complexos tém um inverso excepto o nimero 0. Além disso R C C € um subcorpo.

DEMONSTRAGAO. Basta verificar que as operagdes + e - munem C da estrutura de um anel comu-
tativo e associativo, com elemento neutro 0, e 1, respectivamente, e que se verifica a distributividade
do produto relativa & soma. Deixam-se os detalhes para o leitor. A tultima frase segue do facto de que
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8 1. A ALGEBRA E TOPOLOGIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

o zero e a unidade complexos sdo também reais, e que a soma e produto (complexas) de dois nameros
reais é um namero real. O

Em vez da notagao z; - 2o para a multiplicacao de dois nimeros complexos, vamos escrever sim-
plesmente z1zo.

1.1.1. A representacgao cartesiana e a representacao polar: A correspondéncia entre z =
x+iy € C e o vector (z,y) do plano R? permite representar z num plano com eixos x e y. Do ponto de
vista dos niimeros complexos, estes eixos sdo designados, por razdes evidentes, eixo real e eixo imaginario
(veja-se a Figura rep-cartesiana).

A formula para o inverso (1.1.1), sugere a introdugao dos seguintes conceitos.

DEFINIGAO 1.2. Dado o niimero complexo z = x + iy, define-se:

e 0 médulo de z & |z| := /22 + y2.

e o conjugado de z é Z := = — 1y.
E facil verificar o seguinte.

PROPOSIGAO 1.3. Seja z um nimero complexo. Entao |z| representa a distdncia de z a origem e
z representa a reflexio de z em relagio ao eizo real. Além disso temos zZ = |z|? o que nos permite
escrever:
1 3
z |z
sempre que z # 0.

DEMONSTRAGAO. A primeira frase deixa-se para o leitor. A segunda é imediata: zzZ = (z+iy)(x—
iy) = 2% +y* = |2]% O
COROLARIO 1.4. Sejam z,w € C. A distincia entre z e w é dada por |z — w|. Verificam-se as

desigualdades:
||z = |wl] < |z £ w| < 2] + |w].

DEMONSTRACAO. Basta usar as mesmas propriedades do conceito de distancia entre vectores no
plano. Deixa-se, por isso, para o leitor (ver a Figura ... paralelogramo). O

EXERCIcIO 1.5. Suponha que z e w nao sao nulos. Mostre que, na formula |z + w| < |z| + |w], a
igualdade verifica-se quando z e w tém o mesmo sentido. Mostre que, na formula ||z| — |w|| < [z +w] a
igualdade verifica-se quando z e w tém sentidos opostos. (aqui usamos a nogao de sentido para vectores
em R? quando estes ndo sdo nulos).

Usando a definicao das fungoes trigonométricas seno e cosseno, vemos que a representagao carte-
siana de um ntimero complexo de modulo 1, é sempre da forma z = cos + isinf. (ver Figura ...

trig).
Se multiplicarmos dois nimeros complexos de médulo 1 obtemos
(cosa+isina)(cosB+isinff) = (cosacosf —sinasinf) + i(cosasin B + sinacos 3) =
= cos(a+ B) +isin(a + )

Esta conta muito simples levou Euler a escrever

PROPOSIGAO 1.6. (Fdrmula de Euler) Para 6 € R

e = cosf +isind

De modo que a equagao anterior fica na forma simples e intuitiva:
pla i _ pilatB)

Temos entao duas representagoes de z

- Representagao cartesiana: z = x + 1y, z,y € R;

- Representacao polar de z: z =re?, r >0, 6 € R.

DEFINICAO 1.7. Se z # 0, z = e, entdo # chama-se um argumento de z. O argumento principal

de z é o tnico argumento 6 que verifica 6 €] — 7, 7.
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Um argumento de z n3o é Gnico (quando z # 0) estando definido, a menos de um multiplo 27. Da
mesma forma, a representacao polar nao é tnica.

OBSERVAGAO 1.8. Como caso particular da relagdo de Euler, obtemos uma elegante relagao entre
as b constantes fundamentais de matemaética:

™ +1=0.

Esta formula é considerada uma das mais belas da matematica.

1.2. Nocgoes Topologicas em C

Tal como em R?, as no¢des topolégicas no plano complexo C podem ser definidas através dos
conceitos de distancia e de disco aberto.
Como vimos, sendo z = = + iy € C, o ntmero real |z| representa a distancia entre z e a origem
0 € C. Da mesma forma, dados dois nimeros complexos z1, ze € C, o namero (real, ndo negativo)
|21 — 22

representa a distancia entre zq e zo.

DEFINIGAO 1.9. Seja zp € C e r um nimero real positivo. O disco aberto de raio r, centrado em
zg € o conjunto de ntimeros complexos que estdo a uma distancia de zg inferior a 7:

D (zp,7) :={2€C: |z — 2| <r}.
Usando esta classe de conjuntos, fazemos entao as defini¢Ges usuais.

DEFINIGAO 1.10. Um subconjunto U C C diz-se:

e aberto, se Vzy € U, Ir > 0 tal que D (zg,7) C U.

fechado, se for o complementar de um aberto.

limitado, se 3r > 0 tal que U C D (0, R) .

compacto, se for limitado e fechado.

conexo, se nao existirem abertos nao vazios e disjuntos A, B C C tais que

U=(AnU)U(BNU).

Pela sua importéancia, e de acordo com a literatura usual, chamaremos regido a qualquer subconjunto
aberto, conexo e nao vazio de C.

ExeEMPLO 1.11. Um disco aberto e o semiplano superior sao regices em C. Como vao aparecer
com grande frequéncia, adoptaremos as seguintes notagoes:

e Disco aberto de raio » > 0 e centrado em zy € C:
D(zp,7) :={2€C: |z—2| <7}
e Semiplano superior:
H:={zeC: Sz >0}
Usaremos a notagao C'(zp, ) para designar a circunferéncia de centro em 2y e raio r (ou seja, a fronteira
topologica de D(zg,r)).

NoTAGAO. Em todo este livro, () designard uma regido arbitraria em C. Pela sua relevancia, os
discos centrados na origem, 0 € C, sdo também denotados por D(r) := {z € C: |z| < r} e o disco
unitario (r = 1) escreve-se simplesmente como D := D(1).

Recorde-se que as nogoes de disco aberto (as vezes chamados também bolas abertas) permitem
definir o que se chama de base para uma topologia, que por sua vez definem uma topologia. Neste
caso, a topologia que consideramos em C é aquela dada pelos discos abertos D(zg,7), em que zg € C e
7> 0.

Uma vez que estes discos sdo também discos abertos em R? (e vice-versa) o seguinte resultado
procede imediatamente das defini¢bes de espago topologico.

TEOREMA 1.12. O conjunto dos nimeros complexos C, com a topologia, € topologicamente isomorfo
a R2.
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Na préxima seccao usamos estas nogoes topolodgicas, para definir a nocao de continuidade de fungoes
de variavel complexa.

De facto, tanto o conceito de derivada, como o de continuidade de uma fun¢do num ponto sao
conceitos “locais” que envolve a consideracao das vizinhancas desse ponto, sendo insensiveis ao com-
portamento da funcéo fora dessa vizinhanca. E assim natural considerar funcées definidas em conjuntos
abertos e conexos.

Desta forma, as regides assumem grande importancia no estudo da continuidade e da diferenciabi-

lidade.

1.3. Continuidade de fungoes de variavel complexa

Vamos agora considerar fungdes continuas (e seguidamente, fungoes diferenciaveis) definidas no
plano complexo ou numa dada regiao €. A expressao

f:Q—-C

indica que f ¢ uma funcdo definida na regidgo Q C C com valores complexos. Assim, w = f(z) é um
nimero complexo para todo o z € €.

Como a topologia no plano complexo C é definida através da sua identificagao canénica com o plano
cartesiano R?, e uma vez que a continuidade uma nocao topologica, ¢ de esperar uma equivaléncia entre
as nogoes de continuidade de funcoes de variavel complexa e das suas correspondentes fungoes definidas
em R2.

Vamos explicitar esta equivaléncia, apesar de ela decorrer de ideias simples e naturais, que por
vezes, ndo merecem especial comentéario.

A identificacio canénica de C com R? ¢ dada por:

(1.3.1) 1:C — R?
z = (2,9),

onde

x:%z:w;x, y:%z:Z%Z,
e a correspondéncia inversa é dada por ¢~ (z,y) = x + iy.
Esta identificagdo é assumida implicitamente em grande parte de todos os livros de fungoes com-
plexas, e, pelas mesmas razoes, apenas ocasionalmente iremos usar explicitamente a notagao ¢.
Por exemplo, sendo €2 C C uma regido no plano complexo, o correspondente subconjunto de R? é
denotado simplesmente por €2, em lugar de ¢(€2). De igual forma, todas as propriedades topologicas de

um subconjunto A C C se transferem para os correspondentes subconjuntos A C R?, e vice-versa.

DEFINIGAO 1.13. Um subconjunto A C C diz-se fechado (ou compacto, ou aberto, ou conexo, etc)
se e s6 se também o for o subconjunto A C R2.

Uma forma resumida de exprimir o conteido desta definicao é dizendo que definimos a topologia
em C como sendo a mesma que a de R?, através da identificacio ¢. Assim, a aplicagdo ¢ (bem como a
sua inversa) é continua (do ponto de vista de uma aplicagao entre espagos topologicos, ver apéndice).

Outro exemplo importante é o da convergéncia das sequéncias de nimeros complexos, que, por
introduzir terminologia que usaremos mais tarde, justifica uma defini¢do explicita.

DEFINIGAO 1.14. Uma sequéncia de nimeros complexos (z,)nen diz-se convergente se existe um
w € C tal que, para todo real € > 0, existe um indice N € N verificando

|zn, —w| <&, Vn>N.
Neste caso, diz-se que w é o limite de (z,), ou que (z,) converge para w, e escreve-se z, — w.

Como vemos, esta definigdo é inteiramente analoga & definicdo de convergéncia de uma sucessao
((Zn, Yn))nen de pontos no plano cartesiano (x,,y,) € R?, uma vez que usdmos a norma de um nimero
complexo, que por sua vez coincide com a norma do correspondente vector em R?,

2_ .2, 2 _
2" =27 +y &zl =)l

De facto, tal como previsto, as noces de convergéncia em C e em R? coincidem. Deixamos para o
leitor a verficacao do seguinte resultado.
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EXERCICIO 1.15. Seja (zp,)nen uma sucessao de ntimeros complexos e ((Zy, Yn))neN @ correspon-
dente sucessdo de vectores em R? (ou seja, t(2,) = (Tn,¥n) para todo o n).
(a) Mostre que uma das sucessoes converge se e sO se a outra converge.
(b) Prove que w ¢é o limite de (z,) se e s6 se «(w) ¢ o limite de ((xy, yn))-

O conceito de norma no plano complexo, serve também para definir continuidade, de forma idéntica
& definicdo para fungoes de variavel real.

DEFINIGAO 1.16. Seja f : © — C uma funcdo de variavel complexa, e zy € €. Diz-se que f é
continua no ponto zg € {2 se

lim f(z2) = f(20)-

z—20

Tal como no caso de variavel real, a equacao acima significa o seguinte. Para todo o real ¢ > 0,
existe um outro real § > 0 tal que

|f(2) — f(z20)| <e Vztal que |z — zo| <.

Numa outra interpretagdo da nogao de continuidade, dizemos que f é continua em zy se para todo o
disco aberto D = D(f(29),r) (centrado em f(zp)), o conjunto imagem inversa

fA(D):={z€Q: f(z) e D}
contém um disco aberto centrado em z3. Deixamos ao leitor a demonstragao da equivaléncia entre
estas duas formas de olhar para a continuidade.

Exgrcicio 1.17. Mostre que as duas definigoes de continuidade fornecidas acima, sao equivalentes.

Terminamos esta sec¢do com a equivaléncia entre continuidade para funcgoes de variavel complexa
e para as correspondentes fungoes definidas no plano cartesiano.
Usando a identificacdo (1.3.1) entre C e R?, a cada funcio de variavel complexa f : 2 — C podemos
associar a funcio fge : Q C R? — R2, definida por:
u(z,y) = R(f(z+iy))

fr2(2,y) := (u(z,y),v(z,y)), onde {v(w,y)zg(f(wﬂy))-

Aqui, u e v sdo fungoes reais, chamadas naturalmente, a parte real e imaginaria (respectivamente) de f.
Graficamente, podemos representar da seguinte forma a relagao entre f e fro:

o L c
| lu
o & r2

Ou, de forma abreviada,
frz =10 forL.

PROPOSICAO 1.18. Seja f: Q2 — C uma fungao de varidvel complexa, e zg € 2. Entdo f € continua
no ponto zy se € s6 se frz € continua no ponto (g, yo) = t(z9) € Q.

DEMONSTRAGAO. Decorre de forma imediata do facto de que a composicao de fungoes continuas
¢ continua, e que ¢ (e a sua inversa) é continua. O
1.4. Polinémios e o Teorema Fundamental da Algebra

Tal como no caso real, os polinémios formam a classe mais simples de fungoes de variavel complexa.
Em particular, veremos que definem funcoes diferenciaveis em todo o plano complexo C.

Apesar da sua simplicidade, é notavel verificar que permitem antever um enorme conjunto de
propriedades que serao validas para todas as funcoes diferenciéveis no sentido complexo.

DEFINIGAO 1.19. Um polinémio de grau n é uma fungéo p que se pode escrever na forma
p(2) =ap+ a1z + -+ a,_12" +an2",
onde a; € C e a, # 0. Uma raiz do polinémio p é um ntmero complexo 2, tal que p(zp) = 0. Vamos

denotar por dp € Ny o grau de um polinémio nao nulo p(z) € C[z].!

Ipor consisténcia com certos resultados, ao polinémio nulo poder-se-ia atribuir o grau —oo.
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E facil verificar que os polinémios podem-se somar e multiplicar, pelas regras usuais, formando
assim um anel comutativo designado usualmente por Clz].

PROPOSIGAO 1.20. Qualquer polinomio p(z) € C[z] define uma funcgao continua p: C — C.

DEMONSTRAGAO. A funcdo z — 2z* ¢ continua para todo o k € N (verifique isto). A Proposicao

segue entao do facto de que a soma e o produto de func¢oes continuas é continua. O

1.4.1. Teorema fundamental da Algebra. O resultado mais importante sobre polinémios de
variavel complexa é o chamado teorema fundamental da algebra, que afirma que qualquer polinémio
nao constante possui uma raiz em C.

TEOREMA 1.21. [Gauss| Qualquer polindmio complexo nao constante tem uma raiz complexa. Por
outras palavras, dado um polinémio de grau n > 1, p(z) = ag + a1z + ... + a, 2", existe zy € C tal que
p(z0) = 0.

Outra propriedade bem conhecida dos polinémios é o chamado algoritmo de divisao de polinémios,
ou algoritmo de Euclides. Dados dois polinomios p(z) e ¢(z), verificando degp > deg ¢, existem outros
dois polinémios d(z) (o divisor) e r(z) (o resto), de forma a que se verifique

p(z) = d(2)q(z) +r(2).

Os polinémios d(z) e r(z) sdo tnicos se impusermos que degr < degq. Dizemos que um polinémio
q(z) divide p(z) se o resto da divisao de p(z) por ¢(z) é zero.

Usando o algoritmo de divisdo de polinémios, existe uma forma alternativa de escrever o Teorema
Fundamental da Algebra. Seja p(z) um polinémio de grau n > 0, que admite um zero em z. Entdo,
pelo algoritmo de divisao de polinémios, podemos escrever p(z) = (z—20)q(z), onde ¢(z) ¢ um polinémio
de grau n — 1. Assim, podemos demonstrar por indugao, o seguinte resultado:

TEOREMA 1.22. Qualquer polindmio de grau n > 0 pode se escrever na forma:
p(z) =alz—2z1)...(2 — zn),

onde z1,- -+, zn G0 Taizes de p(z), (nao necessariamente distintas) e a € C*. Em alternativa podemos
escrever

p(Z) = a(z — wl)m . (Z _ wk)nk

onde a € C*, wy, ..., wx sdo as k < n raizes distintas de p e ny + ... + ngp = n.

Outra propriedade importante dos polindémios ¢ o facto de que, dados quaisquer polindémios p(z)
e q(z), existe um polindémio (tnico, se insistirmos em que o coeficiente de maior grau seja igual a
1), chamado o maior divisor comum de p(z) e ¢(z), denotado por ged(p, q) que verifica as seguintes
propriedades.

PROPOSIGAO 1.23. Seja d(z) = ged(p(2),q(2)). Entao, d(z) é o tinico polindmio ménico (coeficiente
de maior grau igual a 1) que verifica: (i) d(z) divide p(z) e q(z); (2) Se h(z) divide p(z) e q(z) entao
h(z) divide d(z).

1.5. Demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra

Para provar o teorema fundamental da 4lgebra vamos detalhar varias propriedades simples dos po-
lindbmios que também sdo validas, como veremos mais tarde, para as fungoes analiticas. Esta demons-
tragao mistura propriedades globais com propriedades locais dos polindémios, servindo como motivagao
para muito do que se encontrara mais tarde no texto.

1.5.1. Propriedade global: Os polindmios nao constantes sao ilimitados. Intuitivamente,
os polinémios nao constantes sao ilimitados, facto que se verifica igualmente para os polinémios com
coeficientes reais. Mais precisamente temos:

LEMA 1.24. Se p(z) = an2™ + ap_12"" 1 + -+ + a1z + ag € um polindmio de grau n > 0, entdo
Ip(2)] — o0 quando |z| — oo.



1.5. DEMONSTRACAO DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA 13

an

P R
98 tende para zero quando z — oo. Em particular, existe um R > 0 tal que [*2L+- - 41+ 28] < @,
sempre que |z| > R (note-se que a, # 0). Assim, temos:

DEMONSTRAGAO. Basta usar a desigualdade triangular, e o facto de que a fungéo

Ap_1 ay agp an—1 ay ago
P = 12" fan + 2 b S B ) (] - [ L B
> |2"| <|an| - §|an|> = §|an||z|" para todo o z tal que |z| > R.
Isto é suficiente para concluir o pretendido. O

Este lema pode ser reescrito numa forma analoga a do teorema de Liouvile (consulte o Teorema
2.38).

COROLARIO 1.25. Se p(z) € um polindmio limitado entao ele é constante.

1.5.2. Propriedades Locais: Principios do médulo maximo e minimo para polinémios.
Os polinémios verificam também os principios do mdédulo méximo e do médulo minimo, outra propri-
edade que embora seja simples de demonstrar, ja ndao é tao intuitiva, dado que nao é valida para os
polinémios reais.

2

DEFINIGAO 1.26. Seja ) uma regido. Dizemos que uma funcdo h : @ — R, tem um maximo
(resp. minimo) local em zy € ), se existe uma vizinhanga V' C € de z tal que h(zp) > h(z) (resp.
h(zo) < h(z)) para todo z € V.

PROPOSIGAO 1.27. Dado um polindmio nao constante p, a fun¢ao h(z) := |p(z)|, h : C — R nao
tem mdzimos locais, e nao tem minimos locais em pontos zy onde p(zg) # 0.

DEMONSTRAGAO. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o maximo ou minimo local é
atingido em zp = 0 (se |p(z)| tem méaximo/minimo em 2o entao |p(z + 2p)| tem méaximo/minimo em
0). Para provar o principio do minimo, supomos que p(0) = ag # 0, e seja

p(z) =ap+ amz™ 4+ -+ an_12""1 4 an2",

onde an,, 0 < m < n, é o primeiro coeficiente nao nulo a seguir ao ag. O caso m = n, sendo mais
simples, é deixado ao leitor. Supondo m < n, dado que @112+ - - + a, 2"~ tende para zero quando
z — 0, existe um certo € > 0 tal que |ami12 + -+ + ap2" ™| < |ap| para todo z com |z| < e. Isto
equivale a ter |, 12™ ! + - + an2"| < |a,z™| sempre que 0 < |z| < . Em particular, tomando
para z uma das m solugoes da equacgao

amz™ lam| € m
=— )" <0
CLO ‘CLO‘ (2) Y
temos |z| = €/2 < g, e os complexos nao nulos ag e a,,z™ terdo direcgdes opostas, o que implica
lag + amz™| = |ag| — |amz™|. Para esta escolha de z:
p(2)| < lag + am2z™| + |ame12™ T + - Fan2"| <
<lao 4+ amz™| + |lamz™| = lao| — |amz"| + |amz""]
= lao| = |p(0)]-
Assim, em qualquer vizinhanga de 0, |p(z)| nao atinge um minimo, pois |ag] # 0. O principio do
maximo prova-se de modo anélogo, pelo que fica para o leitor. O

OBSERVAGAO 1.28. Outra forma de mostrar que nao ha minimos locais (expecto de valor zero) ¢é
considerar as fungdes seccionais do médulo quadrado do polinémio: (t) = |p(zo + tv)|?. Estes sio
polinomios de grau par em ¢t € R e calcula-se facilmente que a variacdo de v = €, num ponto de
estacionaridade, d4 maximos ou minimos de acordo com o angulo 6.

Como consequéncia destes principios, vemos que, para qualquer polinémio nao constante, a fungéo
h(z) = |p(z)| ndo apresenta nenhum méximo em nenhuma regido 2 C C, e s6 apresenta minimos
quando essa regiao contém uma ou mais raizes de p(z).

COROLARIO 1.29. Se p(z) € um polinémio nao constante, e K C C é um subconjunto compacto,
entao os mdzimos da func¢ao h(z) = |p(2)| (restringida a K ) encontram-se na fronteira 0K de K; os
minimos de h encontram-se também em 0K quando p(z) nao tem raizes no interior de K.
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DEMONSTRAGAO. Este enunciado segue do teorema de Weierstrass para fungoes continuas em
conjuntos compactos. Note-se que, como z — p(z) é uma fungao continua, também z +— |p(z)| define
uma fungao h : C — R continua, por composi¢gdo com a aplica¢do continua z +— |z|. O

1.5.3. Demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra. Podemos agora provar o teo-
rema fundamental da algebra, que foi demonstrado por primeira vez por Gauss:

TEOREMA 1.30. Qualquer polindmio nao constante possui pelo menos uma raiz em C.

DEMONSTRAGAO. Seja p(z) =ag+ a1z + -+ anz", a, # 0. De acordo com o Lema 1.24, seja R

tal que |p(z)| > |aog|, sempre que |z| > R. Assim, se por exemplo considerarmos o disco fechado D(R),
sabemos, pelo teorema de Weierstrass que a fungao continua h(z) = |p(z)| : C — R, tem um minimo

em D(R). Este minimo nao esta na circunferéncia fronteira, porque [p(z)| > |ag| = p(0), sempre que
z € C(R). Assim, o minimo estara no interior do disco, o que pelo principio do minimo (Proposigao
1.27), implica que existe um zp, tal que p(zg) = 0. O

1.6. Problemas

1.1 Seja p(z) um polinémio de grau n.

(a) Mostre que f,ﬁj’l tende para 0 quando z tende para oo.

(b) Se n > 0, mostre que le) — 0 quando z — 0.

1.2 Determine os pontos de maximo e de minimo de |p(z)] em D = {z € C : |2] < 1} nos casos:
(a) p(z) =2z — 35 (b) p(2) = 2° — =.

1.3 Seja p(z) um polinémio de grau n > 2. Mostre que p(z) tem n raizes distintas se e s6 se p(z)
e p/(z) ndo tém uma raiz em comumn.

1.4 Demonstre que, se p(z) é um polinémio de grau n com um zero em zj, entdo existe um
polinémio de grau n — 1, ¢(z), tal que p(z) = (z — 20)q(2).

1.5 Sejam p(z) e ¢(z) dois polinémios de grau > 1, cujos conjuntos de raizes R, e R, nao se
intersectam. Mostre que existem polindémios r(z) e s(z) tais que r(z)p(z) + s(z)q(z) = 1.

1.6 Verifique a propriedade do valor médio para polinémios: Sendo p(z) um polindémio de grau n,
e sendo N > n, temos:

1 N
p(ZO) = sz(zj)7
j=1

2mij ~ . ) . . .. . .
onde zj := 29+ re N . [Sugestao: Verifique esta formula primeiro para monoémios, ie poliné-
mios da forma p(z) = az", a # 0, e mostre que a propriedade do valor médio ¢é aditiva).



CAP{TULO 2

Funcoes diferenciaveis, holomorfas e analiticas

Neste capitulo, vamos estudar o conceito de derivada de uma fungéo complexa de variavel complexa.
Veremos que, apesar da defini¢do de derivada ser inteiramente analoga & da derivada de uma fungéo real
de variavel real, muitas das propriedades fundamentais das funcoes diferenciaveis de variavel complexa
nao tém equivalente no caso real.

Como exemplo notavel deste fendémeno, temos o teorema de Taylor, central na teoria das fungoes
diferencidveis de varidvel complexa, segundo o qual uma funcao que admite derivada numa vizinhanca
de um ponto, tem nesse ponto derivadas de todas as ordens e a correspondente série de Taylor tem
raio de convergéncia positivo.

Deste modo, a teoria local das funcoes diferenciéveis é essencialmente a teoria das fungoes analiticas,
que se resume, por sua vez, & teoria das séries de poténcias. Esta situacao estd em grande contraste
com o que se passa na analise real e permite a demonstracao de resultados fortes e elegantes, como o
teorema de Liouville, o principio dos zeros isolados, ou o principio do médulo méaximo, que veremos
em capitulos posteriores.

Vamos aqui definir e relacionar trés conceitos diferentes: diferenciabilidade, holomorfia e analitici-
dade. Todos eles estao ligados ao conceito de derivada de uma funcao f num ponto do plano complexo
ou num subconjunto do plano complexo.

Como sabemos, o conceito de derivada de uma fungao num ponto é um conceito “local” que envolve
a consideracao de uma vizinhanca desse ponto, sendo insensivel ao comportamento da funcao fora
dessa vizinhanca. E assim natural considerar funcoes definidas em conjuntos abertos e conexos. Como
indicAmos, um conjunto aberto, conexo e nao vazio sera chamado regiao.

Em todo este livro, a legra grega maituscula 2 designard uma regido arbitraria em C.

2.1. Fungoes Diferenciaveis e Fungoes Holomorfas

Definigao de fungao diferenciavel e de fungao holomorfa. Comecamos por definir diferen-
ciabilidade de forma inteiramente analoga ao caso de funcées de varidvel real.

DEFINIGAO 2.1. Uma fungao f :  C C — C diz-se diferenciavel em zy € Q se o limite
i £ 0+ 1) — f(z0)
h—0 h

existe em C. Neste caso, o limite acima chama-se a derivada de f em 2y e denota-se por f'(z9). A
funcao [ diz-se diferenciavel em Q se é diferenciavel em todos os pontos zg € €.

EXEMPLO 2.2. Como exemplos de fungoes diferencidveis numa regiao, temos:

e Polindmios: p(z) = ag+a1z+---+ a,2", para quaisquer ag, ..., a, € C é uma funcao diferen-
ciavel em C;

e Fungoes racionais: f(z) := p(z)/q(z), onde p e g sdo polindémios sem raizes comuns, é diferen-
ciavel em C\ Z, onde Z é o conjunto (finito) das raizes de ¢(z).

e Fungoes trigonométricas e exponencial: Por exemplo, sin(z), cos(z), €* sao fungoes diferen-
cidveis em C; f(z) := cot(z) ¢ diferenciavel em C\ {k7: k € Z}.

e Funcgoes inversas das anteriores: Por exemplo, arcsin(z) é diferenciavel em {z + iy : x €
| = m,mw[}; e log(z) é diferenciavel em Q = {x +iy: y €] — m, 7[}.

e Séries de fungoes convergentes: qualquer série convergente num disco aberto D(zp,7), com
r > 0, & holomorfa nesse mesmo disco (isto serd demonstrado mais adiante).

OBSERVACAO 2.3. Uma vez que a definigao de fungao diferenciavel é inteiramente andloga & defi-
nicao usada para funcoes de variavel real, todas as usuais regras de derivagao verificam-se igualmente
no caso da diferenciabilidade complexa. De facto, se f(z) e g(z) s@o fungoes diferenciaveis (em zp),
entao:

15
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combinagao linear: sendo a,b € C, (af + bg)(2) :=a f(z) + bg(z) ¢ diferenciavel em zg e
(af +b9)'(20) == a f'(20) + bg'(20)
produto: (fg)(z) := f(2)g(2) ¢ diferenciavel em 2o, e (fg)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)'(20)

e quociente: Se g(zp) # 0, temos que (f/g)(z) := chgg é diferenciavel em zg, e
1oy £ (20)9(20) — f(20)9' (20)
(£/9)'(z20) = =] |

Regra da cadeia: Se h ¢é diferenciavel em f(zp) entao

(ho f)(20) = h'(f(20)) f(20)-
Esta observagao serve para verificar os dois primeiros exemplos em 2.2.

EXERCICIO 2.4. Seja n € Z um numero inteiro, e defina f,(z) := 2. Mostre que a derivada de f,
é dada por f/(2) = nz""L. Calcule a derivada de ﬁ, em todo o ponto zp € C\ {1}.

Os outros exemplos de fungoes diferencidveis serao analisados com mais detalhe nos proximos
capitulos.

Primeiras propriedades das fungoes holomorfas. Sendo {2 uma regiao em C, é facil ver que
a soma e o produto de fungdes holomorfas sao também holomorfas.

NOTAGAO. Vamos designar por H(2) o conjunto das fung¢oes holomorfas (ou diferenciaveis) numa
regiao €.

De acordo com o que foi dito, é facil verificar o seguinte.
PROPOSIGAO 2.5. H(2) é um anel comutativo com identidade.

Este anel contem estritamente o anel dos polinémios.

2.1.1. Teorema de Gauss-Lucas. Vamos agora provar o teorema de Gauss-Lucas que relaciona,
de uma forma interessante, a localizagao dos zeros de p(z) com os zeros da sua derivada. Como sabemos
os polinémios sao fungoes inteiras e a derivada do produto de duas funcoes é dada pela regra usual:
(f(2)g(2)) = f'(2)g(z) + f(2)¢'(z). Assim, prova-se por indugdo que, para um polinémio de grau n
escrito na forma p (z) = a(z — 2z1) ... (2 — 2z,,), (com os pontos z; ndo necessariamente distintos) p’(z)
¢ um polinémio de grau n — 1 e que

p’(z) :aZ(Z—2’1)"'(2—21')/"'(2_2n) :aZH(Z—Zj) :p(z) (Zz_lz>
=1 Z

i=1 j£i i=1
Recorde-se que e H = {z : $(z) > 0} designam o semiplano superior formado pelos complexos com
parte imaginaria positiva.

LEMA 2.6. Se os zeros de p(z) se encontram no fecho do semiplano superior H, entio os zeros de
P/ (2) também estio em H.

DEMONSTRAGAO. Seja p(z) = a(z — 21)---(2 — z,) com 2z, € H(Imzg > 0). Temos, entdo:

P'(2) 1 _ 1

= 4+ . Se Imz < 0 temos Im(z — 2z) = Imz —Imz,, < 0, logoIm (=) >0e
p(Z) Z—2 Z — Zn z—2zy
portanto Im (%) > 0 o que implica p’(z) # 0 para todo o z € C\ H. O

O resultado anterior tem uma interessante interpretagao geométrica, que se deixa como exercicio
ao leitor. (Exercicio ?7)

TEOREMA 2.7. (Teorema de Gauss-Lucas): Os zeros de p'(z) estao no menor poligono convezro e
fechado que contém os zeros de p(z).

EXERCICIO 2.8. Prove que um polinémio nao constante define uma fungao aberta [Recorde que
uma funcao f : X — Y diz-se aberta (entre espagos topologicos X e Y) se f(U) C Y é aberto para
qualquer U aberto em X]|.
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2.2. Séries de Poténcias

De modo a definir o conceito de analiticidade, de modo analogo ao caso real, vamos primeiro
introduzir a teoria béasica das séries de poténcias.

Séries de poténcias formais e convergentes. Comegamos por definir série de poténcias (nao
negativas), que podem considerar-se como “polinémios de grau infinito”.

1

DEFINIGAO 2.9. Uma série de poténcias (ndo negativas)” centrada em 2y € C é qualquer expressao

da forma

o

Z an(z — 20)" = ag+a1(z — 29) + az(z — 20)2 + ...

n=0
onde a, sao nimeros complexos, chamados os coeficientes da série. Convém distinguir dois casos
fundamentalmente distintos de séries de poténcias: o das séries formais, em que a série apenas converge
no seu centro zo (ndo podendo por isso definir uma fungdo numa regiao), e o das séries convergentes,
em que a série converge para algum z € C distinto do centro.

Pretendemos agora provar que qualquer série de poténcias convergente define uma funcao diferen-
cidvel num certo disco, o chamado disco de convergéncia. Comecemos por provar a continuidade das
fungoes definidas por séries.

Raio e disco de convergéncia. O teorema de Abel.
DEFINIGAO 2.10. O raio de convergéncia da série > > ;an(z — 20)™ é 0 nimero
R =sup{r € R: |a,|r" é uma sucessao limitada} € [0, 0]
e o disco de convergéncia é D(zp; R).

OBSERVAGAO 2.11. Note-se que R = 0 se e s0 se a série dada é apenas formal (converge somente
em zp). As definigdes de raio e disco de convergéncia sdo motivadas pelo seguinte resultado. Desta
forma, a expressao série convergente vai referir-se sempre a séries cujo raio de convergéncia é positivo.

TEOREMA 2.12. (Teorema de Abel sobre convergéncia de séries) Seja > > g an(z — 20)" wma série
convergente com disco de convergéncia D(zg, R) e seja K C D(29; R) um subconjunto compacto. Entao,
a série € uniformemente convergente em K e diverge para |z — zp| > R.

DEMONSTRAGAO. Uma vez que R > 0, podemos escolher reais s e r, com 0 < s < r < R de tal
forma que |a,|r"™ é uma sucessao limitada, e que K C D(zp, s) (qualquer compacto esté a uma distancia
nao nula da fronteira C(zg,7) do disco de convergéncia). Assim, existe M > 0 que verifica |a,|r" < M
para todo n € Ny. Temos entao que, para n fixo,

S
max_{[an(z — 20)"[} < an[s" < M(=)".
z€D(z0,s) r
Podemos agora aplicar o teste-M de Welerstrass, uma vez que >~ an(z —20)™ ¢ uma série de fungoes
majorada uniformemente pela série convergente,

NG 1
MY (2) =M <o,
n=0 r

para conlcuir que a série ¢ uniformemente convergente no disco compacto D(zp, s) e, portanto, também
em K. A segunda parte é deixada para o leitor. O

Uma vez que o limite uniforme de fungbes continuas é continua, podemos concluir o seguinte.

COROLARIO 2.13. Se Y 02 an(z—29)" € uma série convergente e definirmos f(z) := > o7 qan(z—
20)", em D(zp, R), entao f(z) € uma funcao continua neste disco de convergéncia.

OBSERVAGAO 2.14. Note-se que se f(z) = > o7 jan(z — 20)" converge em D(zg, R) entdo f(z +
20) = Yoo ganz" converge em D(0, R) e vice-versa. De facto, a formula para o raio de convergéncia
nao depende de zg. Da mesma forma, as propriedades de continuidade ou diferenciabilidade nao sao
afectadas pela mudanga de z +— z 4 zg pelo que frequentemente, em demonstragoes, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que zg — o centro da série — é a origem.

1A expressao “nao negativas”, lembra que o indice n toma valores em Ny, e é normalmente omitida. Adiante, veremos
séries de poténcias onde n € Z, chamadas séries de Laurent.
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Determinagao do raio de convergéncia. Dada uma série de poténcias, convém dispor de
férmulas de calculo para o seu raio de convergéncia.

PRrROPOSIGAO 2.15. (Férmula de Cauchy-Hadamard) O raio de convergéncia da série pode ser
calculado através de:

n— 1
limsup {/|a,|
|an|

|an+1|

|an|

lim inf
|an+1|

< R < limsup

DEMONSTRAGAO. Ver Lang ... d

EXEMPLO 2.16. (a) A série Y n!lz" tem raio de convergéncia nulo, pelo que é uma série formal e
por isso, ndo representa nunhuma fungéo: s6 esté definida quando z = 0, onde vale 0.

(b) A série ) %7: tem raio de convergéncia 400 pelo que define uma funcao em todo o plano
complexo. Esta funcao é, como sabemos, a fun¢do exponencial.

1 o0

C) Série geométrica = z'=14+2z+ 2"+ .., converge para |z| < l.

Séri étrica - =1 2 1
-z

n=0
o 2041 35
(d) sinz = ,;m =z— % + % — ..., converge em C.

Naturalmente, a soma e subtracgdo de séries convergentes é convergente. Outra forma de obter
séries convergentes é efectuando produtos.

EXERCICIO 2.17. Sejam f(z) = >, an2" e g(z) = Y, by2™ com raios de convergéncia p; e pa.
Mostre que se verifica o desenvolvimento:

F(2)g(z) =3 e,
k=0

onde ¢ = ZIZZO anbg_n, € que esta série converge em D(0, p) com p = min{py, p2}.

Diferenciabilidade das séries de poténcias. Além de representarem fungdes continuas, as
séries de poténcias convergentes representam sempre funcoes diferecidveis no respectivo disco de con-
vergéncia. Além disso, veremos adiante que estas séries sdo infinitamente diferenciaveis, no disco de
convergéncia, e que sao até analiticas. Para jé, fazemos uma simples observacao.

PROPOSIGAO 2.18. Se a série Y >7 jan(z — 20)" tem raio de convergéncia R > 0, entdo a sua
derivada formal (derivada termo a termo):

o0 o0
Z nan(z —z)" ! = Z(n + 1ant1(z — 20)",
n=0 n=0

é uma série convergente com o mesmo disco de convergéncia (e portanto, raio de convergéncia R). Da
mesma forma, a derivada formal de ordem k € N:

oo

D (n4k) - (n+ Dangr(z — 20)",

n=0

tem raio de convergéncia R.

DEMONSTRAGAO. Facamos o caso da primeira derivada formal, que se pode escrever como

Z(n + 1)ant1(z — 20)" = Z bn(z — 20)",
n=0 n=0

onde b, := (n + 1)an4+1 para todo n € N. Sendo 7 o seu raio de convergéncia temos

1
— = limsup |bn|% = limsup(n + 1)%|an|% = limsup |an|% = —,
r n—oo n—oo n—o0 R

devido ao facto de lim,, o (n+ 1)% = lim,_o(1+ 2)? = 1. Concluimos que r = R. O caso da derivada
de ordem geral k € N segue-se por iteragao. O
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Isto leva-nos ao seguinte enunciado.

TEOREMA 2.19. Uma série de poténcias convergente define uma func¢ao de classe C*° no seu disco
de convergéncia. Mais precisamente, sendo f(z) = " an(z — 20)" em D(29, R) (R > 0) entao:

o0

FOE) =34 k) (0 Dana(z — )"

n=0

é uma série vdilida em D(zg, R). Em particular, as derivadas no centro sao dadas por:
F®)(20) = ap k!, keN.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar a existéncia e a formula para a primeira derivada em qualquer
ponto do disco. Podemos supor que zp = 0, de acordo com o comentario 2.14. Fixemos w € D(0, R) e
r > 0 tal que |w| < r < R. Definimos os polinémios

2t —w"
qn(z) ::wn—l+wn—2z+___+wzn—2+zn—1: . " 7

para n € N. Note-se que g,(w) = nw" ! e que |¢,(2)| < nr"~! para qualquer z € D(0,7). Podemos
escrever

z—w (z —w

(22.1) f2) = fw) _ 3ak cm(z")— LI o S
n=0

Por definigao, f/(w) existe se esta tltima série representar uma fungao continua no ponto w. Isto segue,
pelo teste M de Weierstrass, da convergéncia da série:

e e}

D 1ann (@)l < D lan|nr™ ™ < oo,

n=0

sendo que a série da direita converge pela Proposigao 2.18. Finalmente, a formula para f'(w) segue-se
substituindo g, (w) = nw" ! em (2.2.1). O

COROLARIO 2.20. O desenvolvimento em série de uma fun¢do holomorfa, num dado disco, € inico.
Mais precisamente, se f(z) => 0" o an (2 —20)" = D e bn (2 —20)", no disco D(zg, R), R > 0, entdo
an = by para todo o n € Ny.

DEMONSTRAGAO. Sendo f(2) = Y.0° s an (2—29)", f é infinitamente diferenciavel em zq e f*)(z9) =
ay k!, pelo Teorema 2.19. De igual forma, o segundo desenvolvimento implica f(k)(zo) = by k. U

Estes resultados sugerem a seguinte defini¢ao.

DEFINIGAO 2.21. Se f(z) é uma fungao infinitamente diferenciavel em zy a sua série de Taylor em
zp € a seguinte série:

> £(n)
Zf n$Z0) (Z _ ZO)n ]
n=0 ’

Podemos resumir esta subseccao da seguinte forma:

TEOREMA 2.22. Uma série de poténcias define uma fungao diferencidvel f(z) no respectivo disco
de convergéncia. Nesse caso, a série dada coincide com a série de Taylor de f(z).

A pergunta natural é se, reciprocamente, dada uma funcao diferenciavel num disco, ela se pode
representar como uma série convergente nesse disco. Isto é o tema da proxima subseccao.

Propriedades das séries de poténcias. As séries de poténcias convergentes no disco D(zg, R)
formam um anel. De facto, a adi¢ao usual estéd bem definida, e se multiplicarmos duas séries conver-
gentes obtemos uma terceira (ver o exercicio ...).
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2.3. Diferenciabilidade real e complexa: as equacgoes de Cauchy-Riemann

Em primeiro lugar, devemos recordar as nogoes de func¢ao diferenciavel, holomorfa e analitica. Para
avancar, estudaremos agora a relacio entre diferenciabilidade complexa e a diferencibilidade em R2.

EXERCICIO 2.23. Mostre que, se f(z) é diferenciavel em zp, entao é continua em zg.

Anteriormente ja usamos a identificacdo natural entre o plano complexo C e o plano real R2.
Segundo esta, a cada fungao de variavel complexa f : 2 C C — C pode associar-se a fungao fre : Q C

R? — R2, definida por:
fr2(2,y) = (u(z,y),v(z,y)), onde { 1?((;:5)): § ((ff((:c%:-r ii/y))))-

Aqui, u e v sao fungoes reais, chamadas naturalmente, a parte real e imaginaria (respectivamente) de f.
Graficamente, podemos representar da seguinte forma a relagao entre f e fro:

o L ¢
| |
o = g

E natural questionar-se sobre a relacdo entre a diferenciabilidade de f (segundo a definicio 2.1) e a
diferenciabilidade de fg2, como fungao de duas varidveis reais.

OBSERVACAO 2.24. Recorde-se que, uma vez que a topologia em C é a mesma que em R?, as no¢oes
de continuidade coincidem nestes dois contextos: funcdes complexas e funcdes com variavel em R2.

Como sabemos, a derivada de fgrz no ponto (xg,yg) € Q é representada pela matriz:

Ou  Ou
(2.3.1) D frz(wo,y0) = | 56 5 |
oz Oy (z0,%0)

que nos fornece uma aplicacio linear do espaco vectorial R? nele préprio. Esta aplicacdo linear depende
de 4 ntimeros reais, em contraste com os 2 niimeros reais que compoem a derivada f’(zg). A “resolu¢ao”
deste diferendo esta em que devemos considerar apenas as matrizes 2 X 2 que correspondem a aplicagoes
C-lineares de C = R? em si mesmo.

LEMA 2.25. Usando a identificacio natural entre vectores de R? e nimeros complevos (dada por
(u,v) — u + iv), as matrizes 2 x 2 que representam transformacoes C-lineares de R? em R? sio da

forma:
[ Z _2 } , a,beR.

DEMONSTRAGAO. Qualquer transformacgao C-linear entre C e C é da forma z — Az, para um certo
A€ C. Sendo z = x +iy, A\ = a+ bi, temos \z = ax — by + i(bx + ay). Assim, uma aplicacdo entre R?
e R? ¢ C-linear se e s6 se transforma o vector (z,y) no vector (azx — by, bxr + ay) para certos niimeros
reais a, b, transformagao esta que é precisamente representada pela matriz acima. ]

DEFINIGAO 2.26. f : Q — C diz-se holomorfa em zq = xg+iyo € 2 se fre é de classe C! em (29, o)
e D fr2(x0,y0) ¢ uma transformagao C-linear. f diz-se holomorfa em ), se f é holomorfa em todos os
pontos z € €.

Por outras palavras, escrevendo f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y), f é holomorfa em 2y se fr2 é de
classe C! em (x9,o) e a transformacio linear dada pela matrix (2.3.1) ¢ C-linear, ou seja, as funcoes

u, v verificam
u _ v
or ~— 0
() u _ “ou

Jdy ~— Oz
no ponto (zo yo). Estas famosas equagdes chamam-se as equa¢des de Cauchy-Riemann.
Outra forma de definir holomorfia é através de operadores diferenciais lineares adequados. Consi-
deremos as combinacoes lineares de derivadas parciais definidas por:

o _1(o 0y . 0 _1(0, 0
0z 2\0x Oy’ 0z 2\0x Oy)’
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E facil verificar que as equacdes de Cauchy-Riemann (no ponto (g, 0)) podem escrever-se como uma
singela equagao:

0
Z 1 (@o,y0)
onde f = u 4+ iv. Além disso, temos que
of
8_ = f/(ZO)v
# (@o,y0)

se f & diferencidvel em zy = xg + iyp. Deixamos estas verifica¢oes para o leitor.

Equivaléncia entre diferenciabilidade e holomorfia. A nocao de holomorfia coincide com a
de diferenciabilidade. De facto, f é holomorfa num ponto se e s6 se é diferenciavel nesse ponto.

PROPOSIGAO 2.27. Seja 2 € uma regiao em C e f(x+iy) = u(x,y) +iv(z,y) com u e v de classe
Cl em Q, e 2y € Q. Entio, f € diferencidvel em zy se e s6 se f € holomorfa em zy. Uma férmula para
a derivada em zy em termos de u e v €é:

oy O 00
F(z0) = Oz —Hax'

DEMONSTRAGAO. Se f é diferenciével em zg, entao podemos calcular o limite f/(29) = limy,_o M

nas direcgoes horizontal e vertical e comparar o resultado. Na direccao horizontal, fazemos h = s € R
e assim:

f(wo +1iyo + s) — f(zo +iyo)

/ . _
f(z0) = E—% s N
— lim u(xo + s, yO) - U(!E(], yO) + iv(:EO + S, yO) - Z.,U(:E(]v yO) _
_s—>0 S a
0 0T | (2,4)

v - u

Fazendo o mesmo limite na direc¢ao vertical h = it, (t € R) obtemos f'(z) = |:8_y - Za—y}( ); como,
0,90

por hipotese, o limite é tnico obtemos as equagoes de Cauchy-Riemann.
Para provar o reciproco, usamos as formulas de Taylor usuais para funcdes de classe C' de R? em
R. Sendo f é holomorfa em zg = xo + iyg € h = s + it, temos:

f(z0 +h) — f(z0) =ulz0 + h) — u(20) +i[v(z0 + h) — v(20)] =
= v u(Zo,0) - (s,1) + o([[(s,1)|]) +i[Vv(z0,90) - (5,8)] + o(l|(s,2)[]) =
ou ov Ov ou

:%S — %t + Z%S + Z%t + O(H(Svt)H) =

_ (% +g_x> (s +it) + olll(s, D).

onde as derivadas parciais sao calculadas em (zg,yo) e o(]|(s,t)||) designa um termo que tende para
zero quando ||(s,t)|| — 0. Asim, o limite:

f(z0+h) — f(z0) (52 +i%8) -h+o(lh)) _ Ou  .ov

lim = lim = — +i—
h—0 h h—0 h Ox  Ox
existe, o que prova que f é diferencidvel em zy, € nos da a férmula pretendida. O

2.4. Funcgoes Analiticas e o Teorema de Taylor

Numa seccao anterior mostrdmos que as séries de poténcias convergentes definem funcgoes infi-
nitamente diferenciaveis. Agora vamos mostrar algo ainda mais forte: s@o analiticas no disco de
convergéncia.

DEFINIGAO 2.28. Diz-se que f : Q — C é analitica em zg € Q, se f coincide com uma série de
poténcias convergente num disco centrado em zg. Por outras palavras, se existe r > 0 e uma série de
poténcias Y > an(z — 20)", com raio de convergéncia r > 0, tal que f(z) = > 7 an(z — z9)" para
todo z € D(zp,7). Diz-se que f € analitica em ) se é analitica em todos os pontos de .
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E facil ver que a soma, combinacdes lineares, e produtos de funcoes analiticas, sdo analiticas
também.

Como exemplos de fungbes analiticas em C temos os polinémios e as fungoes trigonométricas
seno, cosseno e exponencial. Se ¢(z) ndo se anula num aberto U, é também facil de provar que as

funcoes racionais da forma p(z) sao analiticas em U. Mais geralmente, veremos de seguida que as séries
q(2) ’

convergentes sao analiticas.
Para ja, mostramos que qualquer funcao analitica coincide com a sua série de Taylor no disco de
convergéncia.

PROPOSIGAO 2.29. Se f é analitica em D(zp,7), r > 0, entdo f coincide com a sua série de Taylor,
e o raio de convergéncia desta série € maior ou igual a 7.

DEMONSTRAGAO. Observe-se que no decorrer da demonstragao da Proposicao 2.18 provou-se que
a derivada da série f(z) = Yo% jan(z — 20)™ se pode escrever como f'(z) = 302 jann(z — 29)" ",
série que tem o mesmo raio de convergéncia que f(z). Note-se ainda que f(z9) = ag, f'(20) = a1 e
derivando mais uma vez f(2) = 3.0 s ann(n — 1)(z — 2)" 2 logo f"(20) = 2az. Continuando desta
forma obtemos a seguinte proposicao cuja demonstracao é deixada ao leitor. O

Note-se que este resultado é falso para funcGes reais de varidvel real que sao apenas de classe C'*°.

ExeEMPLO 2.30. Seja f: R — R dada por:

_1
e =2, x>0
0, z < 0.

flz) =

E facil de verificar que f ¢ infinitamente diferenciavel em R, e que no ponto z = 0, todas as derivadas

de f se anulam. Assim, a sua série de Taylor é zero. Portanto, f néo coincide com a sua série de
Taylor em nenhuma vizinhanga da origem. Esta “patologia” pode entender-se, do ponto de vista da

i )
anélise complexa, verificando simplesmente que a fungao f(z) = e 2 nao é holomorfa em z = 0 (mais
precisamente, nao se pode extender de forma a ser holomorfa em z = 0).

2

EXERcicio 2.31. A fungdo f(z) = |z|> ndo é analitica em nenhum ponto de C, embora seja
diferenciavel em z = 0. Isto é uma contradicao? Justifique.

Para resumir os resultados desta subseccao, utilizamos as seguintes notagoes. Seja zg € C, r > 0 e
D = D(zp,7). Denotemos por S(D) o conjunto das séries de poténcias convergentes em D e por A(D)
o conjunto das funcoes analiticas em D. Assim, nesta seccdo provamos que

A(D) c S(D') c H(D"),

onde D’ é um disco contido em D e possivelmente menor que D. De seguida mostraremos que, de
facto, estes 3 conjuntos coincidem, e que temos sempre D’ = D. Iremos igualmente provar que, com o
produto usual de séries, estas igualdades tornam-se isomorfismos de anéis.

Poderiamos mostrar também que S(D) C A(D), para todo o disco D.

TEOREMA 2.32. Se f(z) =Y o7 qan(z—20)" tem disco de convergéncia D(zg,7), com r > 0, entdo
f € analitica em todo o disco D(zg,r).

DEMONSTRAGAO. Naturalmente, f é analitica em zg, por defini¢go. A ideia é modificar a série
dada para determinar o desenvolvimento em série em torno de qualquer outro ponto z; € D(zg,7).
Como o teorema de Taylor implicard este enunciado, nao detalhamos esta prova. Em lugar disso,
encorajamos o leitor a fazé-lo, como aplicacao das técnicas usadas até aqui. O

Na seccao 2.2 mostramos que as séries convergentes definem fungoes holomorfas no disco de conver-
géncia. De acordo com a sec¢ao anterior, podemos entao dizer que as fungoes analiticas sdo holomorfas.
Nesta seccao vamos mostrar que, reciprocamente, qualquer fungao holomorfa é analitica, o que significa
que pode ser representada por uma série convergente que é precisamente a sua série de Taylor.

Embora seja uma propriedade de diferenciabilidade, este forte resultado, que nao tem correspon-
déncia para funcoes reais, s6 admite demonstragoes que envolvem célculo integral. Faremos aqui
uma demonstragdo que envolve apenas integrais ao longo de circunferéncias em C e que se baseia na
propriedade do valor médio para as fungoes holomorfas.
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2.4.1. A propriedade do valor médio. Um polinémio verifica a propriedade do valor médio
(ver o exercicio ...). Mais geralmente, esta é uma propriedade que qualquer fungao holomorfa satisfaz,
se considerarmos que estamos a deixar o namero de pontos ir para infinito.

Como sabemos, média dos valores da func¢ao f(z), calculados nos pontos num poligono regular em
redor de um dado ponto zp é a expressao:

1 N
N Zf(zj)7
7j=1

onde zj = zg+re N, j=1,--- ,N. Fazendo o limite quando N tende para infinito, deveriamos obter:
1 2 )
Dy f(zo + re)dt.
0

A prova do Teorema de Taylor envolve estes integrais, faceis de parametrizar, pelo que apenas teremos
que usar resultados elementares da teoria do integral de Riemann em intervalos compactos de R.
Comecemos por verificar que, de facto, as fungoes analiticas verificam a propriedade do valor médio.

PROPOSIGAO 2.33. Seja f(z) =Y o7 gan(z — 20)", vdlida no disco D(zy, R). Entao:
1 f(2)

27 |z—zo|=r Z— 20

dz = ag = f(20),

para todo o r €]0, R|.

DEMONSTRAGAO. Como este é um integral de Riemann, de uma fun¢do continua num intervalo
compacto, e a série converge uniformemente, podemos trocar a série com o integral e obter:

o0

1 yg f(z) 1 §£ -1 1 -1
— —dz = — an(z — 20)" "dz = — ap(z — z9) " dz = ayp,
211 |z—zo|=r 2 — 20 271 Z_ZO:TnZ:(] n 211 |z—z0|=r
uma vez que ﬁz—zd:r(z — 29)"™dz = 0 para qualquer m > 0. O

A demonstragao do Teorema de Taylor pode dividir-se em duas partes: qualquer fun¢ao holomorfa
verifica a propriedade do valor médio, e qualquer funcao que verifique a propriedade do valor médio é
analitica.

2.4.2. Analiticidade das fungoes holomorfas.

TEOREMA 2.34. Se f: Q — C ¢é holomorfa em §2, entao f verifica a propriedade do valor médio
em ).

DEMONSTRAGAO. Seja f diferenciavel em zy € 2. Para provar que f é analitica em zy podemos
supor novamente que zg = 0 € 2. Seja r €]0, R[, onde R > 0 é tal que o disco D(0, R) esta contido em
Q. Vamos definir, para z € D(0,7) fixo, a func¢do g : [0, 1] — C através da expressao seguinte.

g(s) = g ((1 —9)z —Z: sreit) — f(z)re“dt.
0 rett —z

A fungéo integranda é diferenciavel em s e t € [0, 27], por hipotese. Logo ¢g é uma fun¢ao diferenciavel
em [0, 1] e, para s # 0:

2T 2T
J(s) = /0 F (1= )z + Arelt) reitdt = /0 FI(#)dt = Fy(2x) — Fy(0) = 0,

onde Fy(t) = éf ((1 —s)z+ Sreit) para s # 0 (aqui usa-se o facto de que f é diferenciavel, através da

regra da cadeia). Como ¢(0) =0, e ¢’(s) = 0 para s # 0, conclui-se que g(s) = 0 no intervalo s € [0, 1].
Assim g(1) = 0 o que implica:

2T : rett 2 rett
(2.4.1) f(re t).i_zdt = f(z)/o . dt.

0 rett
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O quociente em ambos os membros pode-se desenvolver em série geométrica

it

re Z
reit — z reft)n

7‘6”

valida porque |z| < r. No lado direito, o integral nao depende da funcao f(z), e temos:

[e.e]

27 ,r,ez't 2T on
fot = Z(reiw"
2
= Z / Mt = 21 f(2).

Assim, a equacao 2.4.1 da-nos a propriedade do Valor meédio:

: de = f(2).

% 0 w—z
]

2.4.3. O teorema de Taylor. Os resultados anteriores podem assim ser resumidos no seguinte
enunciado, o célebre Teorema de Taylor. Note-se que sendo 2 um aberto em C, o seu complemento é
um fechado C := C\ Q. Assim, se C' é nao vazio, a distancia de um ponto zg € Q a C' tem um minimo
global (sendo a distancia uma fungao continua num compacto nao vazio da forma D(zg, R) N C'). Essa
distancia define o maior disco aberto ID(zp, R) contido em €.

TEOREMA 2.35. [Taylor| Seja f diferencidvel numa regiao 2, zg € Q e seja D(zp, R) o maior disco
aberto contido em Q. Entao f € analitica em D(zo, R). Alem disso, f(z) coincide com a sua série de
Taylor, em D(zp, R),

0 n) (,
7O e CONR

n!
n=0
Em particular, o raio de convergéncia desta série € R. Temos também a sequinte representacdo integral
das derivadas de f:

2T it
(n) _ nl f(re™ + 2p) .
1™ (20) o o e dt, (comn>0ere€|0,R]).

DEMONSTRAGAO. O teorema anterior garante a propriedade do valor médio. Assim, temos:

0o 2 r it 2r 00 ‘ n . 9
Z< 0 {vﬂ(e;)’zdt> o= /0 2. <"€“><r2t>ndf= T ey
n=0

it
ret — z
n=0 0

- f()/o— 10 [ o
2m
= Z / re” =2mf(2).

Aqui, a troca do integral com o somatorio é Justlﬁcada pelo facto de f ser limitada em [0, 27| e todas
as fungdes f(re')(re’)™" serem integraveis neste intervalo. Como o tltmo integral é nulo para n > 0
e é igual a 27 se n = 0, a tultima série reduz-se ao primeiro termo: f(z)27. Concluimos, portanto que
f € analitica pois para z € D(0,7):

dt.

oo 2 it
= Z anz" em que p = — f(rg )
2 Jo  (rett)n

0

Note-se que este resultado nao tem anélogo no caso de fungoes diferenciaveis de uma variével real.
Estes 2 ultimos teoremas completam as identificacbes prometidas, isto é, temos:

para qualquer disco D = D(zg, 7).
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2.4.4. Formulas de Cauchy. As féormulas para as derivadas podem escrever-se na forma
|
oy fz)
d (ZO) 2mi ¢z—20:r (Z - ZO)n+1 :
Em particular, para n = 0 obtemos:
1 2w ) 1
flz0) = — f(re' + zp)dt = — Malz

2T 0 211 |z—z0|=r z

0 que mostra que o valor de uma fun¢éo holomorfa depende somente dos seus valores numa circunfe-
réncia zg + re' contida na sua regiao de holomorfia.

2.4.5. Desigualdades de Cauchy.
COROLARIO 2.36. Se f € H(?) e D(z, R) C Q, entdo
|
(n) ‘< ™oy
‘f (20)| < 7n Mg
onde Mpr = maxye(o,2x] ‘f(zo + Reit) ‘

DEMONSTRAGAO. O resultado segue da estimativa:

| 2 R it | 2 )
(n) _n! f(Re"™ + zp) o / it
‘f (ZO)‘ 27 | Jo (Reit)n dt ~ 27R™ J, ‘f(Re +Z0)|dt
n! n!
< 2rMp = — Mp.
= orpn R T R

0

Finalizamos esta subsecc¢ao com uma consequéncia importante do Teorema de Taylor, que manifesta
clara diferenca em relacao a anéalise real.

2.4.6. O teorema de Liouville. A primeira é o teorema de Liouville, sem davida um resultado
que contraria a intui¢do adquirida com funcoes de variavel real.

DEFINIGAO 2.37. Uma fungdo f : C — C diz-se inteira se é holomorfa em todo C, isto é, se

fe H(C).
TEOREMA 2.38. (Liouville): Uma fung¢ao inteira e limitada é constante.

DEMONSTRAGAO. Por hipdtese f € H(C) e |f| < M. Pelas desigualdades de Cauchy, temos
!f(")(0)| < E—LM, mas f € H(D(0,R)) para todo R > 0. Logo podemos fazer R tao grande quanto

quisermos o que implica f(™(0) = 0 ¥n > 1. Como f(z) = >.°° 1(0) 2" Vz € C, concluimos que

n=0 n!

f(z) = f(0), vz € C. O

Em concluséao, neste capitulo definimos fung¢oes diferenciaveis, holomorfas e analiticas, e mostramos
que estas nogoes sao equivalentes em qualquer regiao do plano complexo. Em particular, podemos ver
os elementos do anel H(2) como fungoes ou como séries, de acordo com as necessidades. Vimos também
alguns exemplos de fungoes diferenciaveis (nalguma regiao) e relacionamos raio de convergéncia com
dominio de diferenciabilidade.

2.5. Problemas

2.1 Seja f : C — C uma fungao holomorfa tal que Sf(z) = 4. Mostre que f é constante. Se o
dominio de f for C\ R, a mesma conclusao é valida? Justifique.
2.2 (a) Determine uma fungao f, analitica em C, tal que

Rf(x+iy) = e cos2y + 22 —y? + 1
(b) Determine f/(%).

2.2 Calcule 515 o8z dz, onde T'(t) = 1 + €', t € [0,27].
rz+ 3
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2.3 Seja Q2 =C\ {x 4 0i : < 0}. Calcule o integral

/logz dz
.

onde v é um caminho em {2 com inicio em 1 e fim em .



CAPITULO 3

Funcoes Meromorfas e a Esfera de Riemann

Neste capitulo, vamos definir e estudar as fun¢oes meromorfas. Esta é uma classe de fun¢ées muito
importante, e consiste nas fun¢des numa dada regido €2 que sao holomorfas em todos os pontos de €2
a excepcao de um conjunto discreto de singularidades, que sao todas poélos.

Um exemplo fundamental de fun¢gbes meromorfas consiste nas fungoes racionais, que sao quocien-
tes de funcGes polinomiais. Assim, comecaremos pelo estudo dos polinémios e de algumas das suas
propriedades algébricas.

3.1. Séries de Laurent e Singularidades Isoladas

Tal como as fungdes polinomiais se generalizam para séries de poténcias, as fungoes racionais tém
uma generalizacao: as séries de Laurent.

Definigcao de série de Laurent. Como vimos, uma série de poténcias convergente esta natural-
mente associada a um disco, o seu disco de convergéncia. Mais geralmente, a uma série de Laurent
convergente podemos naturalmente associadar um anel, como veremos.

DEFINIGAO 3.1. Seja zg € C e r1 < ry € [0,00]. Um anel centrado em zy e de raios 1 e ry é 0
conjunto

A(zo;r1,me) ={2z€C:r < |z — 2| <}

Como casos particulares temos A(z; 0, ), que é um disco perfurado, também denotado por D*(zg, r) =
{zeC:0< |z—2| <7} eA0,0,00) =C*.

DEFINIGAO 3.2. Uma série de Laurent centrada em zy é uma série da forma:

“+oo [e%} 0 a
e B S B e
n=-—o00 n=0 n=1 z %0

Assim, uma série de Laurent ¢ a soma da sua parte regular Y_>°  a,(z — z9)" com a sua parte principal
S (Zci;zg)n Como anteriormente, convém distinguir o caso das séries de Laurent formais, em que a
regido de convergéncia é no maximo um ponto, do caso contrario, que serdo chamadas séries de Laurent

convergentes.

Convergéncia das séries de Laurent.

TEOREMA 3.3. Seja ) ="
ro € [0, 400] tais que a série € uniformemente convergente em A(zgp;r1,72) e diverge em C\A(zo;71,72).

Além disso, esta série define uma funcgao diferencidvel no anel A(zg;r1,72).

an(z — 20)"™ uma série de Laurent convergente. Entao, existem ry <

DEMONSTRAGAO. De acordo com o Teorema 2.12, a parte regular > ; an(z —20)" converge num

certo disco D(zp,re) com ry €]0,4+00]. Por outro lado, a parte principal > 7 ; (i%ﬁ)n é uma série de
1

z2—20
ou seja, para |w| < % que equivale a |z — zg| > r1, o complemento de um disco fechado no plano z.
Uma vez que a soma das duas partes converge para algum valor de z, temos que ro > 1. Assim, a
série dada converge na intersec¢ao das duas regides, isto é, para r1 < |z — zg| < r2. A demonstracao
que a série define uma funcao diferenciavel é analoga ao caso analitico. O

poténcias positivas na variavel w = Logo, converge quando w € D(0, %) para certo r1 €]0, +00],

Tal como no caso das séries de poténcias nao negativas, o reciproco também se verifica.

27
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TEOREMA 3.4. Dada uma fungao f(z) diferencidvel num anel A(zg;r1,72), existe uma série de
Laurent centrada em zg, Y42 _a,(z — 20)", tal que

“+oo
f)= Y anlz—20)", em A(z;r1,72).

Alem disso, temos:

1 f(2)
n = 5 %Z_ZO:T (z — z0)" 1 dz,

para qualquer r € [r1,72].

Singularidades isoladas. As séries de Laurent mais importantes sao as definidas em discos per-
furados. Isto motiva a defini¢do de singularidades isoladas.

DEFINIGAO 3.5. Seja f uma funcao diferenciavel num disco perfurado D*(zg,r) centrado em zj.
Entao diz-se que f tem uma singularidade isolada em 2y ou que zg € uma singularidade isolada de f.

Classificagao das singularidades isoladas. O teorema das singularidades de Riemann é o passo
essencial para a classificacao de singularidades.

3.1.1. O teorema da remogao das singularidades de Riemann.

TEOREMA 3.6. Seja 2 uma regiao, zy € 2 uma singularidade isolada de f(z). Se f € holomorfa e
limitada em Q ~\ {zo} entao f pode ser extendida a uma fun¢ao holomorfa em toda a regiao €.

DEMONSTRAGAO. Podemos assumir que zp = 0 € e escrevemos f(z) =Y -2 a,z" de acordo

com o Teorema de representagao em série de Laurent, num certo disco D. Como f(z) ¢ limitada em
D a fungao g(z) = zf(z) tem limite igual a zero quando z — 0. Assim, g é continua em todo 2. Isto
significa que a fungdo h(z) = 22f(z) = zg(z) é holomorfa em € porque, sendo naturalmente holomorfa
em O~ {20} temos que A/(0) = lim,_, Zg(zz)_o = lim,_0g(z) = 0. Uma vez que h(0) = 1'(0) = 0,
podemos escrever

2
—ap? a1+,

h(z) = 22 f(2)

]
S|
S
N

3

J’_

N

n=—oo
sendo esta uma uma série convergente em D. Ou seja, os a, com indice negativo anulam-se e f(z) =
ag + a1z + az®> +--- em D, o que implica que f é holomorfa também em z = 0. O

Se uma funcao f(z) é holomorfa num disco perfurado D*(zp,r), podemos escrever a sua série de
Laurent na seguinte forma:

f(z)= Zan(z —20)" + Z (Z_bir;o)n’
n=0 n=1

o] bn . o s
onde > >, oz € asua parte principal.

DEFINIGAO 3.7. A singularidade zg é chamada:

e Removivel se a parte principal é 0,
e Pélo de ordem m, se a parte principal ¢ Y ", (z—bi:o)m com b, # 0,
e Essencial, se a parte principal ndo é uma série finita, ou seja, se para qualquer N > 0 existe

m > N com by, # 0.

Note-se que a definicao de singularidade removivel é consistente com o teorema das singularidades
removiveis de Riemann.

Os polos e as singularidades essenciais tém comportamentos fundamentalmente distintos. Mais
precisamente, consideremos f € H(D*(zp,7)) e a seguinte fungao auxiliar, para n > 0 inteiro, ¢, (z) =
(z — 20)" f(2). Assim, temos o seguinte resultado de classificagao:

TEOREMA 3.8. Seja f diferencidvel num disco perfurado D*(zg,7), e ¢n(2) a familia de fungoes
definidas acima, n =10,1,2,... . Entdo, temos:

(1) zo € uma singularidade removivel se e so se lim,_,,, @o(z) existe,

(2) zo € um pdlo de ordem n se e s6 se lim,_,,, pn(2) eziste e € nao nulo,

(3) z0 € uma singularidade essencial se e s6 se lim,_,,, vn(2) nao existe para nenhum n € N.

DEMONSTRACAO. ... O
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3.2. Fungoes Meromorfas

Seja 2 uma regiao de C, isto é, um subconjunto aberto, conexo e nao vazio de C.

DEFINICAO 3.9. Uma funcao f diz-se meromorfa em 2 se f é holomorfa em & excepgao de
singularidades isoladas que sao todas poélos ou singularidades removiveis de f. Mais precisamente, f é
meromorfa em (2 se existe um subconjunto discreto de 2, denotado por Py e chamado o conjunto de
polos de f, e tal que f € H(2\ Pf) e z € Pr se e s6 se z ¢ um polo de f. Usamos a notacao M (2)
para indicar o conjunto das func¢ées meromorfas na regiao €.

Recorde que S é um subconjunto discreto de §2 se para cada ponto zy € S, existe um disco centrado
em zg, D = D(zg,r) suficientemente pequeno, de tal forma que SN D = {z}, ou seja S ND*(zp,7) é
vazio.

OBSERVAGAO 3.10. (1) Todas as singularidades de uma fun¢ao meromorfa sao isoladas, uma vez
que os pdlos sao singularidades isoladas.
(2) E evidente que se f é holomorfa em Q entdo ¢ holomorfa em 2\ S para qualquer subconjunto
discreto S C 2. Mas neste caso, as singularidades em S s@o todas removiveis. Assim, consideramos
sempre que Py consiste sempre em polos (e ignoramos as singularidades removiveis) porque assumimos
que extendemos f de forma a estar definida em todas as singularidades removiveis.
(3) Se f é meromorfa num conjunto compacto K, isto &, f € M(Q) para certa regiao {2 que contém
K, entao Py é um conjunto finito. Isto decorre do facto que um subconjunto discreto de um conjunto
compacto é finito.

ExXEMPLO 3.11. (1) Qualquer fungao holomorfa em € é meromorfa em Q (Aqui Py é o conjunto
vazio).

(2) Para qualquer zp € C, a func¢ao dada por f(z) = ﬁ, para n € N, é holomorfa em C\ {z}.
Uma vez que zp é um polo de ordem n, temos que f(z) é meromorfa em C, isto é f € M(C).

(3) Se f(z) = ﬁ onde p(z) é um polinémio nao identicamente nulo é meromorfa em C, e holomorfa

se e s0 se p(z) é nao constante. Aqui Py coincide com o conjunto das raizes de p(z).

3.2.1. O corpo das fungoes meromorfas. O conjunto das fun¢gdes meromorfas numa regiao €2
denota-se por M (). Pelo exemplo (1) acima, temos H(Q2) C M(Q).

Anteriormente, vimos que H(2) é um anel, com a operagdes usuais de soma e produto de fungoes.
Também em M (2) podemos somar, subtrair e multiplicar fungoes. Além disso, dadas duas fungoes
meromorfas f,g € M(Q2), sendo g(z) nao indenticamente nula, o quociente f(z)/g(z) é uma funcao
meromorfa em §2.

PROPOSIGAO 3.12. Seja Q C C uma regiago. M () é um corpo que contém o anel H().

DEMONSTRAGAO. Basta ver o caso do quociente f/g, com f,g € M(€Q) e com g # 0. Neste caso,
basta verificar que, quando f e g sao representados por séries de Laurent, valida num certo disco
perfurado, entao podemos escrever f(z)/g(z) também como série de Laurent, valida num certo disco
perfurado, eventualmente menor que o inicial, mas certamente nao vazio. O

3.2.2. Definigao de ordem de um ponto.

DEFINIGAO 3.13. Seja f uma fungao meromorfa (nao identicamente nula) em Q e z5 € Q. A ordem
de f em zp, que se denota por ord,,(f), ¢ o indice do primeiro termo nao nulo da expansdo em série
de Laurent num disco perfurado em torno de z9. Mais precisamente se f(2) = >, ax(z — z)k 6 a
expansao referida, onde a,, # 0, entdo ord,,(f) :=m € Z.

PROPOSIGAO 3.14. Seja f € M(R2), zo € Q e k = ord,, f. Temos:

(1) k>0 se e s se f € holomorfa em zy e f(zp) =0

(2) k=0 se e s¢ se f € holomorfa em zy e f(zp) # 0

(3) k <0 se e sdsezy €polo de f de ordem —k.

DEMONSTRAGAO. Exercicio. d

PROPOSIGAO 3.15. Sejam f,g € M(Q) e zg € Q. Entao:

(1) ordz(fg) = ordz, (f) + ordzy(f)
(2) ord,,(f + ¢g) > min{ord,,(f),ord.,(g)}
(3) Se g nao € a fungao nula, entao é €M) e ordZO(g) = ord,, (f) — ord,, (f)

DEMONSTRAGAO. (1) e (2) Exercicios. O (3) convém mostrar... O
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3.3. Fungoes Racionais

3.3.1. Definigao de fungao racional. Vamos agora considerar as fungoes mais simples a seguir
aos polinémios.

DEFINIGAO 3.16. Uma func3o racional é o quociente de dois polindmios em que o denominador nao
é o polinémio identicamente nulo. Assim, uma fung¢ao racional é da forma

onde ¢ tem grau > 0 . Note-se que f nao define unicamente p e g, pois podemos multiplicar p e ¢ pelo
mesmo polinémio nado nulo, obtendo a mesma func¢do racional. Assim, sem perda de generalidade, e
salvo expressa menc¢ao em contrario, assumiremos sempre que f € uma frac¢ao irredutivel, ou seja, p
€ ¢ nao contém raizes em comum.

Uma vez que o conjunto dos zeros de ¢(z) ¢ finito, este forma um subconjunto discreto de C. Desta
forma, temos.

PRrROPOSIGAO 3.17. Uma fungdo racional € uma fungcio meromorfa em todo o plano complexo.

DEMONSTRAGAO. De facto, as singularidades de f(z) = p(z)/q(z) s@o as raizes de ¢, um conjunto
finito, e qualquer uma delas é um polo de f, como facilmente se verifica. O

3.3.2. Polinémios e fungoes racionais. Naturalmente os polindmios, sendo fungdes inteiras,
sdo casos muito particulares de fungoes racionais. Reciprocamente, é igualmente facil de verificar
que uma fungao racional f(z) = p(z)/q(z) escrita na forma irredutivel, ¢ holomorfa se e s6 se ¢g(z) ¢é
constante, ou seja se e 86 se é um polinémio.

LEMA 3.18. Uma fung¢ao racional é holomorfa em C (ie, nao tem singularidades) se e sé se € um
polinémio.
DEMONSTRAGAO. Exercicio. d

3.3.3. Definigao de Funcgao racional proépria e simples.

DEFINIGAO 3.19. Uma fung&o racional prépria é uma fungao racional p(z)/q(z) em que dp < dq.
Uma funcdo racional simples ¢ uma fungao racional propria da forma p(z)/(z — 29)¥, para certos zp € C
ek € N (dp < k), ou seja, uma funcao racional propria que é holomorfa em C excepto num tnico
ponto. Por vezes, usam-se também as expressoes frac¢ao propria e fracgao simples, respectivamente.

LEMA 3.20. (1) Se f(z) € uma frac¢ao propria, entao |f(z)| — 0 quando |z| — +o00.

(2) Se fi(z) e fa(z) sao fracgoes proprias, entao fi1(z)f2(2) e fi(z) £ fa(z) também sao fracgoes
pProprias.

DEMONSTRACAO. Exercicio. O

3.3.4. Decomposicao das fungoes racionais. As fungoes racionais podem decompor-se usando
o algoritmo de divisao dos polinémios.

PROPOSIGAO 3.21. Qualquer fun¢ao racional se pode escrever como a soma de um polinémio e de
uma funcao racional propria.

DEMONSTRAGAO. Algoritmo de divisdo de polinémios. O
3.3.5. Decomposigao das fungoes racionais préprias. Um resultado muito importante, que

permite a simplificagdo de muitos problemas que envolvem fungoes racionais é o da decomposicao em
fracgbes simples.

k1 K

PROPOSIGAO 3.22. Seja f(z) = Zg'zg uma fungao racional propria e sejap(z) = (z—2z1)" -+ (2—2;)
a decomposi¢ao do denominador em factores (sem perda de generalidade). Entao podemos escrever f(z)
como soma de fungoes racionais simples
z z
f(z):ﬂ_i_..._i_ ql()

Y F

1Como mencionado antes, convenciona-se que o polinémio nulo tem grau —1.
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Assim, para cada j = 1,...,1 o grau de g; € estritamente inferior a k;j. Em particular, ( Qj(z))kj € a parte
z

—z;

principal de f(z) num disco perfurado em torno de z;.

DEMONSTRAGAO. Hé duas demonstragoes que vale a pena apresentar: uma é puramente algébrica
e outra usa a analise complexa. Primeiro, vejamos a demonstragao algébrica para o caso de p(z) com
duas raizes distintas. O caso geral ¢ analogo. Assim, seja p(z) = (z — 21)¥ (2 — 20)*2, degp = k1 + ko,
em que z1 e zy sdo pontos distintos de C e ¢(z) um polinémio de grau < degp. Como 21 # 23, 0S
polinémios (z — 21)*! e (z — 22)*2 tém ged igual a 1, pelo que, aplicando a identidade de Bézout (ver
Apéndice) existem polindomios qi(z) e g2(z) tais que

(3.3.1) @1 (2)(z — 2)" + @2(2) (2 — 21)"* = q(2).

Uma vez que ¢(z) nao tem rafzes em comum com p(z), z; ndo é raiz de ¢;(z), j = 1,2. Dividindo por
p(z) obtemos uma soma de fracgoes irredutiveis:

9(z) _  @(2) 72(2)

p(z)  (z—z)f (2 —2)h

Note-se, no entanto, que os polindémios ¢;(z) e g2(z) que satisfazem a Equagao (3.3.1) néo sdo tnicos,
podendo-se efectuar as substituigoes seguintes, para qualquer polinémio r(z):

a(z) = a(z)+r@)(z -2
@(2) = az) = r(2)(z = 22)"

Desta forma, tomando o resto da divisao de ¢ por (z — zl)kl, podemos assumir que temos uma solugao
da Equagao (3.3.1) com degq; < k;. Finalmente, como degq < degp, temos na Equagao (3.3.2) duas
fracgOes proprias, pelo que a terceira também o é (ver o Lemma 3.20(2)).

Facamos agora a demonstragdo analitica, que identifica imediatamente cada termo com a parte

(3.3.2)

principal correspondente. Uma vez que nenhum das raizes z1, ..., z; de p(z) é raiz de ¢(z), vemos que
ord,; f = —k;, pelo que podemos escrever a parte principal de f (z) em torno de z; como % Seja
a1(2) a(z)
hz: ) — — et — —
( ) f( ) (Z—Zl)kj (Z—Zl)kl

E facil de ver que h(z) é holomorfa em todos os pontos (nos pontos z; tem singularidades removiveis)
pelo que é inteira. Por outro lado, h(z) é uma fracgdo propria, pois é soma de fracgdes proprias. Mas
uma fracgdo propria que é holomorfa tem que ser zero, como se verifica facilmente. O

ExXEMPLO 3.23. Represente em fragoes simples

22

(22 +4)(2 - 3)
O seguinte enunciado resume o essencial dos resultados nesta secgao.

TEOREMA 3.24. Qualquer fungao racional propria q(z)/p(z) se pode escrever como a soma de
fracgoes simples. Cada uma destas fracgoes simples € a parte principal do desenvolvimento em série de
Laurent em torno de uma das raizes de p(z).

3.4. A esfera de Riemann

H& uma interpretagdo geométrica do conceito de funcdo meromorfa que torna esta definicdo mais
natural. Para isso, introduzimos a esfera de Riemann.

3.4.1. A esfera de Riemann.

DEFINIGAO 3.25. A esfera de Riemann é o conjunto Co, = CU{oc} com a topologia em que uma base

para as vizinhangas de oo sao os complementos de D(0, R). Usando a notagao D(co,r) = C\ D(0, %),
podemos entao dizer, como habitualmente, que 2 C C., é aberto se e s6 se para todo o ponto zy € 2
existe R > 0 tal que D(29, R) C Q.

OBSERVACAO 3.26. Com esta definicdo, a nocao de continuidade pode explicar-se da seguinte
forma. Uma fungdo f : © — Co ¢ continua em zg se f é continua no aberto 2\ f~!(c0) e se
lim,_.., | f(20)| = oo sempre que f(zp) = oo.
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3.4.2. Equivaléncia entre fungoes meromorfas e funcoes com valores na esfera de Ri-
emann.

PrOPOSIGAO 3.27. Uma funcao meromorfa f em Q define uma funcao continua Q@ — Cs, ao
atribuirmos f(z) := oo para todo z € Py. Reciprocamente, uma fun¢do continua f : Q@ — C com
f e HQ\ fHo0)) e f71(c0) discreto em Q, define uma fungido meromorfa em §2, com Py = f~1(00).

DEMONSTRAGAO. Exercicio. d
3.4.3. Fungoes meromorfas no infinito. Como vimos, as fungoes racionais sdo meromorfas em

C. Uma vez que as fracgdes proprias tendem para 0 no infinito, é natural extender o dominio deste
tipo de fungoes para conter o ponto do infinito na esfera de Riemann.

DEFINIGAO 3.28. Seja f holomorfa numa regiao do tipo {z € C : |z| > R}. Diz-se que f tem
uma singularidade removivel, um poélo de ordem k ou uma singularidade essencial em oo se a fungao
g(z) = f (%) tem uma singularidade removivel, um polo de ordem k ou uma singularidade essencial,
respectivamente, em O.

Desta forma, podemos extender a nocao de funcao meromorfa a este tipo de fungoes.

DEFINIGAO 3.29. Uma fungao f diz-se meromorfa no infinito se a fungéo g(z) := f(1/z) é meromorfa
no ponto z = 0. Analogamente, a ordem de f no infinito define-se como ord., f = ordgg. Uma funcéo f
diz-se meromorfa na esfera de Riemann se é meromorfa em C e é meromorfa também no ponto co € Cq.

Podemos ver que as fungoes racionais, sendo fun¢des meromorfas em C, podem considerar-se, de
forma natural, como aplicacoes da esfera de Riemann em si mesma.

LEMA 3.30. Uma fung¢do racional € meromorfa em Cy.

DEMONSTRAGAO. Exercicio (use a Proposigao 3.27). O

3.4.4. Fungoes meromorfas na esfera de Riemann. Vamos agora classificar as fun¢des me-
romorfas em C,,. Para isso, o seguinte resultado topologico é fundamental.

LEMA 3.31. A esfera de Riemann € um conjunto compacto.

DEMONSTRACAO. Exercicio. O

A compacidade da esfera de Riemann permite mostrar o reciproco do Lema 3.30.

PROPOSICAO 3.32. Qualquer fun¢do meromorfa em Cy € uma funcgao racional.

DEMONSTRACAO. Exercicio. O

3.4.5. Projecgao estereografica. A esfera de Riemann pode ser obtida de trés formas distintas,
todas elas relevantes. Anteriormente, definimos a esfera de Riemann como Co, = CU {0} dando uma

topologia a este conjunto.
Podemos caracteriza-la como a esfera usual em R3, & qual demos uma nocao de estrutura complexa.

LEMA 3.33. A aplicacio ¢ : S?> — Co € um homeomorfismo.

3.4.6. A recta projectiva. Podemos também caracterizar a esfera de Riemann como o espaco
dos subespacos vectoriais de dimensdo 1 em C2, ou seja, como a “recta projectiva complexa’.

LEMA 3.34. A aplicacdo 1 : CP' — Coy € um homeomorfismo (biholomorfismo).

3.5. Transformagoes de Mébius

As transformagoes de Mobius sao também chamadas transformagoes fraccionais lineares, pois sao
representadas por fungoes racionais que sao quocientes de polinémios do primeiro grau.
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3.5.1. Definigao de transformagao de Mdbius.

DEFINIGAO 3.35. Uma transformacao de Mdbius é uma funcao racional da forma T'(z) = Z£b com

cz+d
ad —be # 0.

OBSERVACAO 3.36. A condi¢do ad — bc # 0 é equivalente a condi¢do de que pelo menos um dos
polinémios az + b e cz + d é nao constante, e que estes dois polinémios nao tém raizes em comum.

Como é imediato, uma transformacao de Mébius é uma funcao holomorfa em todo o plano complexo,

a excepcao do ponto zg = —% (e é inteira precisamente quando ¢ = 0).

OBSERVACAO 3.37. Da mesma forma que para fungoes racionais mais gerais, extendemos a funcao
T(z) = az4b 5 uma aplicacdo T : Coy — Coo, que denotamos com a mesma letra, nao havendo perigo

cz j—d
de confusio.

De acordo com esta convencao, temos T(—%) = o0 eT(00) = 2. Além disso, de forma nao ambigua,
quando ¢ = 0, temos %l = 2 =o00.

A seguinte propriedade mostra que podemos inverter 7'(z) obtendo outra transformagao de Mobius.
Recorde-se que uma fungao f: U — V é bijectiva se f é injectiva e sobrejectiva, e que estas condigoes
equivalem & existéncia da chamada funcdo inversa f~' : V — U que verifica: f~1(f(x)) = = para

qualquer z € X.

PRrROPOSIGAO 3.38. Uma transformacao de Mobius é uma aplicacao bijectiva e continua da esfera
de Riemann nela propria.

DEMONSTRAGAO. A féormula para a transformacao inversa é facilmente obtida através de

az+b 1 dzw—0
w = — zZ= .
cz+d ad —bc—cw +a
Para a bijectividade, resta provar que isto é ainda uma funcao de C, para si proprio, o que se deixa ao
leitor. A continuidade em C\ {—%} é clara. Neste ponto e em oo, o resultado segue dada a topologia

que colocamos em C. O

Como vimos, a formula da transformacao inversa é bastante simples no caso em que ad — bc = 1.
Assim, quando escrevemos T'(z) = gjj_'g com ad — bc = 1, dizemos que T esta escrita na forma
normalizada. Multiplicando numerador e denominador pelo mesmo coeficiente apropriado, vemos que

qualquer transformagdo de Mobius se pode escrever na forma normalizada.

PROPOSICAO 3.39. Uma transformacdao de Mdébius € uma aplica¢do holomorfa de Co em Cq.

DEMONSTRAGAO. Uma vez mais, para pontos de (C\{—%l} o resultado segue da formula da derivada:

ad — bc
T (2) = ——= #0.
(2) (cz +d)? 7
Nos restantes pontos é também fécil verificar, mediante definicdo apropriada de aplicacdo conforme
(ver o exercicio ). O

Denotamos o conjunto das aplicagbes de Mobius por Mob e vamos agora caracteriza-lo.

3.5.2. O grupo das transformagoes de Mobius. Seja GL(2,C) o grupo das matrizes 2 x 2
invertiveis de entradas complexas, e SL(2,C) o subgrupo das matrizes invertiveis que tém determinante
igual a 1. Seja

a b
A= < . d>6GL(2,(C),

e seja Ty a transformacao de Mébius dada por T4 (z) = ZZZIS Se I € GL(2,C) é a matriz identidade,
é facil de ver que T7(z) = z para todo o z € Co (a transformagao identidade).

Recorde-se que, se G é um grupo e H C G um subgrupo normal, entdo G/H é também um grupo,
de forma natural.

Denotamos por PSL(2,C) (ou PGL(2,C)) o grupo quociente de SL(2,C) pelo seu centro {£1}.

TEOREMA 3.40. O conjunto das transformagoes de Mébius forma um grupo, isomorfo a PSL(2,C).
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DEMONSTRAGAO. Consideremos a aplicacao 7 definida em SL(2,C), por 7(A) := 74, para A €
SL(2,C). Podemos provar que 7 : SL(2,C) — Mob é sobrejectiva, que é um homomorfismo de grupos
e que o seu nucleo é

ker(r) = +1
onde I é a matriz identidade. Assim, pelo teorema do isomorfismo em grupos, temos que Mob =
SL(2,C)/ + I grupo este que é, por definigao PSL(2,C). O

3.5.3. Acgao de Mob na esfera de Riemann. Este grupo actua na esfera de Riemann, C.,
de forma natural. Podemos ver que esta acgao preserva a unido das rectas com as circunferéncias do
plano.

DEFINIGAO 3.41. Uma circunferéncia de C, é uma circunferéncia em C ou uma recta em CU{oo}.
Assim, uma circunferéncia de C, é um conjunto compacto, sendo um conjunto fechado em C...

PROPOSIGAO 3.42. A imagem de uma circunferéncia de Co, por uma transformacgao de Mébius é
novamente uma circunferéncia de Cyp.

DEMONSTRAGAO. Basta provar que qq transformacio de M&bius é a composi¢ao de transformagoes
de 3 tipos: translacgoes, dilatagoes e inversao. Todas estas preservam circunferéncias de Cx..

a,4b
Supor ¢ = 0. Entao T(z) = %"’b. Supor ¢ # 0. Entao, T(z) = gjj_'g = CZZ:%C

= H_ii + «, pela
decomposicao em fracgoes simples (de facto, a = % e 8 = bcc_%l #0). O

3.5.4. Pontos fixos. Qualquer transformagao de Mobius nao trivial tem apenas 1 ou 2 pontos
fixos.

TEOREMA 3.43. Seja T'(z) = Zjig uma tranformagao de Mobius distinta da identidade, escrita
na forma normalizada. Entdo T tem um ponto fixo, caso a + d = £2, ou dois pontos fixos, no caso

contrdrio.

DEMONSTRAGAO. Segue directamente da resolucao da equacao quadréatica ZZZIS = z, pela férmula

resolvente. O

3.5.5. Tripla transitividade. Este resultado permite mostrar que a acgdo de Mob em Cy é
transitiva, e além disso, uma transformacao de Mobius é completamente determinada pela ac¢ao em
triplos de pontos distintos.

PROPOSIGAO 3.44. Dados trés pontos distintos da esfera de Riemann, z1, zo, z3, existe uma unica
transformacao de Mdbius que envia z1 em 00, z9 em 0 e z3 em 1.

DEMONSTRAGAO. Essa transformagao de Mobius ¢ dada por T'(z) = %Z—:i = [21,292;23,2] =

[23 jl z|. Para ver que s6 ha uma transformagao que fixa oo, 0 e 1, usa-se o facto de que 3 pontos
2
determinam 7. O

TEOREMA 3.45. A acgdo de Mob em Co, é 3-transitiva; isto é, dados dois triplos (z1,22,23) e
(w1, w2, ws3) de pontos distintos (z; # zj e w; # wj, sempre que i # j € {1,2,3}) existe uma unica
transformagao de Mébius M (z) tal que M(z1) = w1, M(z2) = wa e M(z3) = ws.

DEMONSTRAGAO. E imediato da Proposicdo. d
3.5.6. A razao cruzada.

A 3 ¢ g . _ 21—23 22—7%4
DEFINIGAO 3.46. A razao cruzada dos complexos z1, 29, 23, 24 € 0 niimero (21, 22; 23, 24| = T
E facil de ver que a razao cruzada estd bem definida sempre que z1, 2o € 23 sdo pontos distintos em

Coo (mas z4 pode ser igual a um desses trés pontos).
PROPOSICAO 3.47. A razdo cruzada € invariante pelas tranformagoes de Mdbius.

DEMONSTRAGAO. Fagamos a demonstragao para T'(z) = az + b € Mob. Assim,

(7). T ()i (o) Tlea)] = g =N T ) = HE B2 H i)
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Para J(z) = 1/z, temos

21 23 22 24 _ F3 T R17Z4 T 22

[J(21), J(22); J(23), J (24)] = 111 1 23— 2924 — 2 = [21, 22; 23, 24].
29 23 21 24
Como qualquer transformacao de Mobius é composigao destas, o resultado segue. O

3.5.7. Subgrupos de Mob. Existem varios subgrupos de Mob muito importantes em problemas
praticos.
O mais evidente é o grupo das transformacoes euclideanas no plano.

LEMA 3.48. As transformagoes de Mibius que preservam apenas o oo sao da forma T(z) = az+b
com a # 0. As transformagoes que preservam 0 e oo sao da forma T(z) = Az com X # 0.

DEMONSTRACAO. Facil. O

Temos também o subgroupo das transformagoes de Mdbius reais.

PROPOSIGAO 3.49. As transformagdes de Mobius que preservam o “equador da esfera de Riemann’,

isto é Ry := RU {00}, sao da forma f(z) = gjj_'g com a,b,c,d reais (e claro, ad — be #0).

DEMONSTRAGAO. Seja f(z) = Zjig uma transformacao de Mobius com coeficientes a, b, ¢, d reais.

Entdo f(z) € Ry para qualquer z € R, e f(oo) = 2 € Ry, donde f preserva Ry. Reciprocamente,
se f preserva Ro,, também f~! preserva R, (pela bijectividade), pelo que existem z1, 29,73 € Ry
distintos tais que f(z1) = 0o, f(x2) =0, f(x3) = 1. Assim, usando a razao cruzada, f tem coeficientes
reais. ([l

Os subgrupos das transformacoes unitérias, definidas e indefinidas, também s&o importantes.

PROPOSIGAO 3.50. Temos os subgrupos PU(2) e PSU(1,1).
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3.6. Problemas

3.1 Sejam p(z) e ¢(z) polindémios.

(a) Assumindo degp < degq, prove que o limite 2%, quando z tende para oo, existe e é 0.
(b) Mostre que deg(pg) = deg(p) + deg(q) e que deg(p £ q) < max{degp,degq}.

3.2 Determine os pontos de méximo e de minimo de |p(z)| em D = {z € C : |z| < 1} nos casos:
(a) p(z) = 2 = 3; (b) p(z) = 2% — 2.

3.3 Seja p(z) um polinémio de grau n > 2 e 2y € C.

(a) Mostre que p(z) tem n raizes distintas se e s6 se p(z) e p’(z) nao tém uma raiz em comum.
(b) Defina I, = {q(z) € Clz] : ¢q(z) tem uma raiz em zp}. Prove que I, ¢ um ideal maximal
do anel C[z].

3.4 [Teorema de Lucas| Dado um polinémio p(z), demonstre que os zeros de p’(z) estao contidos
no menor poligono convexo e fechado que contém os zeros de p(z).

3.5 Mostre que, se p(z) é um polinémio cujos zeros sao todos reais, entdo o mesmo se passa com
a sua derivada p/(z). Prove que se os zeros de p(z) tém modulo menor que 1, o mesmo se
passa com p'(z).

3.6 Sejam p(z) e ¢(z) dois polinémios de grau > 1, cujos conjuntos de raizes R, e R, nao se
intersectam. Mostre que existem polindémios r(z) e s(z) tais que r(z)p(z) + s(z)q(z) = 1.

3.7 Sejam zq, ..., 2z, pontos da esfera de Riemann e my, ..., m, nimeros inteiros cuja soma ¢é zero.
Mostre que existe uma fungao racional f(z) cujos zeros ou polos estao no conjunto {z1, ..., z, }
e tal que a ordem de f(z) em z; é precisamente m;. E possivel existir uma tal funcéo se a
soma dos m; nao for nula?

3.8 Mostre que a esfera de Riemann é um espago topoldgico compacto. Prove que qualquer fungao
meromorfa em C., é uma funcao racional.

3.9 SeT(z) = Zjig ¢ uma transformacao de Mobius diferente da identidade, mostre que T0T'(2) =
z, para todo z, se e s6 se a + d = 0.

3.10 Uma fungao meromorfa f € M(Cy) diz-se holomorfa no ponto co € Cy se ord f = ordgh >
0 onde h(w) := f(1); neste caso, a sua derivada em oo ¢ definida por f’(c0) = h/(0). Mostre
que uma transformacao de Mobius 7'(z) é holomorfa no oo se e s6 se T'(00) # 00, € neste caso,
verifique que T"(o0) # 0.

3.11 Seja T uma transformacao de Mobius com um tnico ponto fixo @ € C. Mostre que existe
8 € C, tal que T(zl)—a = Zia + . Prove que T é conjugada® a uma translacio da forma
S(z) =2z+1.

3.12 Prove que se T é uma transformacao de Mobius com dois pontos fixos «, § € C, entao existe
A € C\ {0}, tal que ;Ez;:g = Ai=3. Prove também que T' ¢ conjugada a uma fungao da
forma S(z) = az. (a € C¥).

3.13 Considere a transformacéo de Mébius 7', tal que T'(0) = 2, T(1) = 1, T(—1) = 2. Quantos
pontos fixos tem 7 em Co,? Determine T'(C') onde C ¢ a circunferéncia unitaria C' = {z €
C:lz| =1}

3.14 Mostre que [z1, 22; 23, z4] € um namero real se e s6 se 0s pontos z1, 22,23 € z4 se encontram
numa circunferéncia de C.

3.15 Mostre que as transformagoes que preservam o semi-plano superior H sao da forma T'(z) =

Zjig com a,b,c,d € R e ad — bec > 0.

a—z - .y . ~
3.16 Seja T'(z) = 1T— 3 uma transformacao de Mobius, com « € C. Quais os valores que a nao
—az

pode tomar? Mostre que T' preserva a circunferéncia unitaria C = {z € C : |z| = 1} e que,

para |a| < 1, T(D) =D ={z € C: |z] < 1}.

2Recorde que duas transformagoes de Mobius S e T' dizem-se conjugadas se existir uma transformagao de M&bius
Ftalque S=F 'oToF.



CAP{TULO 4

Teoria Local das Funcoes Holomorfas e Meromorfas

Vamos agora demonstrar varios resultados importantes, que constituem as propriedades locais
fundamentais das fun¢ées holomorfas ou diferenciéveis.

4.1. O Teorema da Funcgao Inversa e Isomorfismos Locais

Em primeiro lugar, devemos recordar as nog¢oes de funcaéo diferencidvel, holomorfa e analitica.
Recorde-se, em particular as equagoes de Cauchy-Riemann (ver secgao ...)

4.1.1. Isomorfismos locais. Vamos também introduzir a no¢ao de invertibilidade local de fun-
¢oes. Recorde-se que uma funcgao f : U — V ¢é bijectiva se f ¢é injectiva (dois pontos distintos nao
podem ter a mesma imagem) e sobrejectiva (f(U) = V). Quando f : U — V ¢é bijeciva podemos
definir a funcio inversa f~!:V — U.

DEFINIGAO 4.1. Diz-se que f € H(£2) é um isomorfismo (analitico) local em zy € § se existem
vizinhangas U C Q de zp e V de wy := f(z0) tal que fly : U — V é bijectiva e a fungao inversa
(flu)™': V — U é também holomorfa.

OBSERVAGAO 4.2. (1) Note-se que um isomorfismo local é sempre um homeomorfismo local: uma
fungao continua e bijectiva (localmente) cuja inversa local é também continua.
(2) Em particular, estes isomorfismo locais sao aplicagoes abertas (enviam abertos em abertos).
(3) Veremos abaixo que nao é necessario exigir nesta formulacao que a fungao inversa seja holormorfa.
Por outras palavras, se f é holomorfa e bijectiva entre duas regides, entao a fungao inversa é automa-
ticamente holomorfa!

4.1.2. Teorema da fungao inversa. Podemos enunciar agora o teorema da funcao inversa que
¢é inteiramente anélogo ao correspondente teorema no caso real.

TEOREMA 4.3. (Teorema da fungdo inversa). Seja f € H(Q) e zg € Q. Se f'(z0) # 0, entio f €
um isomorfismo local em zy. Além disso, sendo wo = f(20), temos (f 1) (wo) = 1/f'(20).

DEMONSTRAGAO. Usa-se o teorema da funcdo inversa para funcoes de R? em R?, notando que
o determinante de D fg2 é precisamente |f’|?, pelo que esse teorema aplica-se precisamente para os
pontos (zg,yo) onde f'(xg +iyg) # 0. ... O

Vamos agora ver que o reciproco do teorema da fun¢do inversa também é verdade. Ou seja, se f é
um isomorfismo local em zy, entdo f’(zo) # 0.

OBSERVACAO 4.4. Note-se que este reciproco nao é valido para funcoes reais de variavel real. De
facto, se f(z) = 2? esta fungdo é uma bijecgao diferencidvel, mas f/(0) = 0 (pelo que a inversa nao é
diferenciavel).

EXERCICIO 4.5. Mostre que se f(z) é holomorfa e bijectiva localmente em 2g, entao f’(zg) # 0.
4.1.3. A série binémia. Vamos necessitar da expansao em série da funcao binémia. Seja o € R.
LEMA 4.6. A fun¢do binomia (1 + 2)® admite a expansao

(14 2)* = i <z> o,

n=0
em que

)

a\  ala=1)---(a—=n+1)
n n!
e esta série converge para z € D =D(0,1).

37
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DEMONSTRAGAO. Para ver a convergéncia, basta fazer o teste da razao |a,|/|ans1| = [(n+1)/(a—
n)| que converge para 1 quando n — oo. Para verificar o desenvolvimento em série, basta fazer as
derivadas em z = 0. O

PROPOSIGAO 4.7. Sejam f € D(r') e g € D(r) com r,r' > 0 e com ¢g(0) = O Por outras palavras,
[ e g sao séries convergentes da forma f(w) = 3 soanw™ e g(z) = 32,51 bn2™ (note que by = 0).
Entao a composicao h(z) := f(g(z)) € analitica num certo disco D(0,s), s > O e a série obtida por

composi¢ao € da forma:
z) =ag+ Z an, (Z bkzk)n = f(0) + chz",

n>1 n>1
vdlida para |z| < s.

DEMONSTRAGAO. Ver também o Lang. Note-se que a composi¢do de fungdes holomorfas é holo-
morfa; para provar analiticidade, precisamos apenas de verificar diferenciabilidade em abertos. Como
g € HD(0,r)) para algum r > 0 e f € H(D(0,r)) para certo v’ > 0 (pois g(0) = 0), temos que
h := f o g é holomorfa em D(0,7) N g~1(D(0,7')). Como isto ¢ um aberto em D(0,r), temos que existe
s> 0 tal que D(0,s) € D(0,7)Ng~1(D(0,7")) e portanto, pelo Teorema de Taylor, h = f og é analitica
em (0, s). A dltima expressao segue de ser h(0) = f(g(0)) = f(0). O

Exercicio 4.8. Usando a Proposigao 4.7, encontre uma nova demonstragao do Teorema da Fungao
Inversa.

EXEMPLO 4.9. Seja m inteiro positivo. Sabemos que f(z) = (1 + 2) % = (%) , Converge em
D. Seja g(z) qualquer série convergente com ¢(0) = 0. Entao H(z) = fog(z) = (1 + g(z ))m =
> (T;Ll)g(z)" é representada por uma série convergente com H(0) = 1; e temos H(z) = 1 + h(z) com

(I+h(z)™ =14 g(2).

Este exemplo mostra que as raizes indice m de 1 + g(z), quando ¢(0) = 0, estdo sempre bem
definidas numa vizinhanga da origem (e valem 1 no ponto z = 0).

4.1.4. Forma local e multiplicidade. Para obter uma forma local, vejamos como escrever uma
funcado holomorfa em torno de um ponto, em termos de isomorfismos locais.

PROPOSIGAO 4.10. (Forma local). Seja f € H(QY), nao constante em qualquer disco centrado em
zo € Q. Entao existe uma vizinhanca U C € contendo zg, um inteiro m > 1 e uma aplicagdo holomorfa
w(z) € HWU), com ¢(20) =0 e ¢'(20) # 0 tal que, para z em U:

f(z) = f(z0) + ¢(2)™

DEMONSTRAGAO. Para simplificar a notag¢ao, podemos assumir zy = 0. Como f(z) é holomorfa
em 0 = zy € Q, pelo teorema de Taylor, existe uma expansao em série

= Z apz" = f(0) + Z anz"
n=0

n>1

valida para certo disco D(0,r). Como f(z) é ndo constante neste disco, existe o menor natural m > 1
tal que a,, # 0. Entao, podemos escrever

f(2) = £(0) + amz"(1 + g(2))
onde g(z) é holomorfa em D(0,7) com g( ) = 0. Pelo exemplo anterior, considerando a raiz indice m
de 1+ g(#), podemos escrever, com a' = ay,

f(2) = f(z0) + (az)™ (1 + h(2))™
para certa fungao holomorfa h(z), com h(0) = 0. Pondo ¢(z) = az(1 + h(z)) temos o pretendido, pois
p(0)=0ce
©'(0) = a(l +h(0)) +0=a #0.
U

OBSERVAGAO 4.11. (1) Note-se que a func¢ao ¢(z) da Proposi¢ao anterior, ¢ um isomorfismo local
em zq, pelo TFI.
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DEFINIGAO 4.12. O nimero natural m que aparece nesta Proposi¢do chama-se a multiplicidade da
fungao f(z) em zp, e escreve-se m = mult,, f.

EXERCICIO 4.13. Seja f € Q e 2y € Q). Mostre que,
(a) Se f(z0) =0, entdo ord,, f = mult,, f.
(b) Se f(z0) # 0, entdo ord,, f = mult,, (f — f(20)).

4.2. O teorema da aplicagao aberta

A forma local que encontramos acima tem uma consequéncia topologica importante. Comegamos
por detalhar um exemplo tipico. Recorde-se que uma fungao entre dois espagos topologicos h: A — B
chama-se aberta, se h(U) é um conjunto aberto, para todo conjunto U aberto em A.

EXEMPLO 4.14. Como ja vimos, um isomorfismo local num ponto zg é, em particular, uma funcao
aberta f|y : U — V, para certos abertos U e V. Mais geralmente, se f é isomorfismo local em todos os
pontos de um certo aberto €, entao f: Q — f(€) é uma aplicagao aberta [Exercicio!]. Em particular,
a imagem, f(2), é um aberto.

LEMA 4.15. Seja m um natural. A fungao h(z) = 2™ ¢é aberta. Além disso, h € localmente invertivel
no ponto 0 se e s6 se m = 1.

DEMONSTRAGAO. Se m = 1, h é a funcao identidade, que é obviamente aberta e invertivel. Se
m > 1, entao nao é invertivel numa vizinhanga de w = 0 (pois ha sempre m raizes distintas de qualquer
ponto numa vizinhanga de w = 0), mas é ainda aberta, pois a imagem de um qualquer disco D(0,r) é
o disco (0, r™). O

TEOREMA 4.16. (Aplicagao aberta). Se f € H() é nao constante em todos os discos D C Q,
entao € aberta.

DEMONSTRAGAO. Uma funcgao é aberta sse para todo zg em 2 existe vizinhanca aberta U C §2,
tal que f(U) & aberto em f(£2). Seja zp € e U a vizinhanga do teorema da forma local. Entao
f(z) = (poy)(z) onde p(z) = f(z0) + 2™ ¢ um simples polinémio e ¢ é o isomorfismo local em z.
Como tanto p como ¢ sao abertas, f(U) é um aberto. O

4.2.1. Equivaléncia entre isomorfismo local e invertibilidade local. A forma local permite
também mostrar o seguinte reciproco do teorema da funcao inversa.

TEOREMA 4.17. Se f € um isomorfismo local em zy, entao f'(z) # 0.

DEMONSTRAGAO. Usemos a forma local f(z) = f(20) + ¢(2)™ onde ¢ é um isomorfismo local e
m € N. Se f é também isomorfismo local, temos que m = 1 (pois se m > 1, a fungado f nao tem inversa
local em zp, dado que ¢(2)™ nao é invertivel). Logo f'(z9) = ¢'(20) # 0 como queriamos provar. [J

Desta forma, o teorema da fung¢ao inversa diz que uma funcdo holomorfa é isomorfismo local em
2o sse mult,, f = 1.

COROLARIO 4.18. Se f € H(Q) verifica f'(z0) = 0, zo € Q, entao f nao € localmente invertivel
em 2, isto €, nao existem vizinhangas U C Q contendo zy e V' contendo f(zp) tais que f : U — V seja
bijectiva.

4.2.2. Isomorfismos locais e globais.

DEFINIGAO 4.19. Dadas duas regioes 2 e ' de C, dizemos que sao isomorfas se existe uma aplicagao
(isomorfismo) holomorfa f : Q — €' e bijectiva, cuja inversa f=!: Q' — Q é holomoefa em §2'.

Na realidade, a tltima condigdo é desnecesséaria, como podemos ver.

COROLARIO 4.20. Se f € H(Q) e f: Q — f(Q) € bijectiva, entao define um isomorfismo entre
e f(Q). Em particular, se f: Q — f(Q) € bijectiva, entio f'(z) nunca se anula.

DEMONSTRAGAO. Se f é holomorfa em Q e f’(z9) = 0 para certo zp, entdo f nao é bijectiva em
torno de zp. Logo, temos que f’(29) # 0 para todo zy € Q, sempre que f é bijectiva. Assim, f é um
isomorfismo local em todos os pontos de €2, pelo que é um isomorfismo global! O
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4.2.3. Fungoes conformes. Fazemos a seguinte definigao.
DEFINIGAO 4.21. Diz-se que f € H(2) é conforme em zy € €2 se preserva angulos.
Como conclusao do nosso estudo, obtemos o seguinte.

COROLARIO 4.22. As sequintes condig¢oes sao equivalentes para f € H(Q): (1) f € conforme em
20; (2) f'(20) #0 (3) f € um isomorfismo local em zy. (4) f € localmente invertivel.

Note-se que este resultado nao se verifica para funcoes reais de variavel real. Por exemplo, a funcao
diferenciavel f(z) = 23, ndo tem inversa diferenciavel na origem, mas ¢ localmente invertivel (embora
a inversa nao seja diferenciavel).

4.3. Principio dos zeros isolados

Outra propriedade que advém do comportamento local das fun¢ées holomorfas é que o conjunto
dos seus zeros ¢é discreto.
Dada uma fungao f € H(2), vamos denotar o seu conjunto de zeros por:

Zp=1{2€Q: f(z) =0} = f10).

Recorde que um subconjunto A C Q) diz-se discreto (para a topologia considerada em (2) se para
qualquer elemento a € A, existe uma vizinhanca U de a que nao intersecta mais nenhum elemento de
A, ou seja

ANU = {a}.
No caso da nossa topologia em regices, sem perda de generalidade, para estas vizinhancas podemos
tomar discos abertos.

TEOREMA 4.23. (Principio dos zeros isolados): Se f € H(S) € nao constante e f(z9) =
0, zg € , entao existe uma vizinhanga de zg, V C £, onde o inico zero de f € zg.

DEMONSTRAGAO. Se f(z9) =0e f(z) =D 72 yan(z — 20)" num disco D(zg,7) C £, entdo ag = 0
e, dado que f é nao constante seja m = mult,, f > 1. Entao

fz) =0l an(z = 20)" = am(z — 20)™ + am1(z — 20)™ T+ =
= (2= 20)" (am + am41(z — 20) + -+ ) = (2 — 20)"g(2)
onde g(z) = > 07 s amsn(z — 20)", g(20) = apm # 0. Como g € H(D(zp,7)), g(z) € continua e existe
uma vizinhanga V' de zy tal que g(z) # 0 ,Vz € V. Como o tnico zero de (z — z9)™ é em zy, obtemos
o pretendido. O

Recorde-se que um ponto de acumulacdo do subconjunto A C € é um ponto a € A que nédo é
discreto, ou seja, qualquer vizinhanga U de a contém outros elementos de A além de a:

UNA)\{a} #0.

Isto equivale a existir uma sequéncia de elementos distintos ar € A que tendem para a € A (na
topologia de subconjunto de §2).

TEOREMA 4.24. Para f € H(Q)) as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) f=0emQ

(2) 3a € Q tal que f™(a) =0Vn €N

(3) Zy tem um ponto de acumula¢io em €.

DEMONSTRAGAO. E imediato que (1) implica (2) e (3). Para provar que (3) = (2) vamos supor que

2o ¢ um ponto de acumulagio de Z; = f~1(0) e que 2, — zp ¢ uma sucessao de zeros de f em Q\ {z}:
[e.e]

Seja m € N o primeiro natural tal que f(™(z) # 0. Entao f(z) = Z an(z — 20)" = (2 — 20)"g(2)

com ¢(zg) # 0. Como (zx — 20)™ # 0 e f(zr) = 0 obtemos g(z;) = 0 o que contradiz o facto de g ser
continua; logo podemos por a = 2 e f(”)(a) = 0, para todo o n € Np.

Para provar que (2) = (1) seja A = {2 €Q: f™(z)=0Vn¢e No}. Por hipotese A # 0. A
¢ fechado porque se z, — z (z; € A) entdo f™(z,) = 0VYn > 0 o que implica f(™(z) = 0 pela
continuidade da n—ésima derivada de f; logo z € A. A é também aberto porque se zp € A entdo
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o0
1
flz) = Zan(z — 20)" num certo disco D(zp,7), € como a, = —'f(")(zo) = 0, temos que f(z) =0
n!
n=0
para todo o z € D(zg,r); assim D(zg,r7) C A. Como A é aberto, fechado e nao vazio e Q2 é conexo,

A= 0

Considerando a funcao h(z) = f(z) — g(z) e aplicando este teorema obtemos o chamado principio
da igualdade:

TEOREMA 4.25. (Principio da igualdade): Sejam f,g € H(Q). f(z) = g(z) Vz € Q, se e s6 se
o conjunto {z € Q : f(z) = g(2)} tem um ponto de acumulagao.

4.4. Principio do médulo maximo

Podemos agora provar o principio do médulo méximo e o dos zeros isolados que sdo, no fundo,
resultados validos para as séries de poténcias convergentes.

TEOREMA 4.26. (Principio do mddulo mdximo): Se f € H(Q) e |f(z)| tem um mdzimo local
em zg € ), entdo f € constante em ).

DEMONSTRAGAO. Se D :=D(zp, R) C 2 entao podemos escrever a expansao

F) =3 anz— )" = Fla) + 3z — 20)",
n>0 n>0

valida para z € D C Q. Supondo que f néo é constante em D (f(z) # ap = f(20)), como vimos atras,
f € aberta, pelo que f(D), a imagem de D contém um disco aberto D’ := D(ag,s) C f(D) centrado
em ag = f(z0). Assim, a funcdo h(z) := |f(z)| verifica h(z1) > h(zo) = |ag| para certo z; € D’. Assim,
2o nao ¢ maximo local de h(z) em D.

Provamos que se |f| tem méximo local em zy entdo é constante igual a f(zp) num certo disco
D c Q. Finalmente, pelo principio da igualdade (Teorema 4.25), temos que f(z) é constante em todo
Q, pois D tem pontos de acumulacao. O

Este teorema tem a seguinte formulacdo que é muitas vezes util. Se €2 é uma regiao limitada, o
seu fecho é compacto e portanto, pelo teorema de Weiesstrass |f(z)| tem um méaximo absoluto em €2.
Se 0 maximo estiver em €2 entdo é um méximo local, e pelo teorema anterior f é constante. Assim,
obtemos:

COROLARIO 4.27. Se f é holomorfa e nao constante numa regiao limitada 2, o mdzimo de |f(z)|
em §) € atingido na fronteira de 2.

4.5. Existéncia de primitivas locais

O Teorema da Taylor diz-nos que uma fungao holomorfa (ou diferenciavel) é infinitamente diferen-
ciavel. Como sabemos, a primitivacdo é a operacao inversa da derivacdo, e é natural pretender saber
quando é que uma fun¢do admite uma primitiva. Veremos, em particular detalhe no Capitulo 6 que a
resposta depende, em geral, da regidao considerada. Por outro lado, quando a regido é suficientemente
simples, como no caso dos discos, vemos que a resposta é também simples e satisfatéria: qualquer
funcao holomorfa num disco é infinitamente primitivavel, nesse disco.

Comecemos pela defini¢do de primitiva, nocao inversa & de derivada, mas onde enfatizamos o papel
desempenhado pela regiao (o que, infelizmente, ndo é muito realgado noutras referéncias, mesmo nas
referéncias mais classicas da Anélise complexa).

DEFINIGAO 4.28. Seja €2 uma regido em C. Uma fungéo continua f : 2 — C diz-se primitivavel em
Q se existe uma outra fungao F', diferenciavel em Q, tal que F' = f em . Neste caso, a fun¢ao F
chama-se uma primitiva de f em .

O exemplo candnico, para mostrar que a consideracao da regiao é fundamental,
no problema da primitivacao, é o seguinte.

EXEMPLO 4.29. Seja f(z) = % Se = H, o semiplano superior, entdo f(z) admite a primitiva
F(z) :=logz =log|z| +iargz, argz €|0,n],

pois esta fungdo verifica ambas as condigoes: F € H(H) e F'(z) = f(z) para qualquer z € H. Por
outro lado f € H(C*), mas f(z) ndo tem nenhuma primitiva F(z) que verifique F’'(z) = f(z) para
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todo o z € C*, pois em qualquer disco D C C* qualquer primitiva de % é log z + k para uma constante
k € C, mas log z nao define uma fungao continua em C*.

PROPOSIGAO 4.30. Seja D um disco e f € H(D). Entao f(z) é primitivivel em D. Mais precisa-
mente, se f(z) = o2 an(z—20)" € a sua representagio em série, entao wma primitiva € dada, neste
disco, por:

DEMONSTRAGAO. Basta usar as nogoes de convergéncia de séries de poténcias em discos, pelo que
é deixada para o leitor. O

4.6. O teorema de Casoratti-Weierstrass

Recordemos que zp € C é uma singularidade essencial de uma fungao f(z) se existe um disco D(zg, )
onde f(z) é representada por uma série de Laurent (convergente nesse disco) cuja parte principal é
infinita.

TEOREMA 4.31. Seja Q2 uma regiao e zy € Q. Se zy é uma singularidade essencial de f € H(2\
{20}) entao a imagem de f é densa em C. Isto é, C = f(2\{z0}).

DEMONSTRAGAO. Supor por contradiggo que existe w € C que nédo é ponto de acumulagdo de
F(OQ\{20}). Assim, existe disco centrado em w que ndo contém nimeros da forma f(z) com z € Q\{z0}.
Ou seja, existe 6 > 0 tal que

|f(z) —w| >0, VzeQ\{z}.
Seja g(z) = m que é holomorfa em Q\{zp}. Por hipotese |g(z)| = Wl—m < % pelo que g ¢ limitada
em qualquer vizinhanga de zy. Assim, pelo teorema das singularidades removiveis de Riemann, g pode
ser extendida a uma func¢ao g € H(2). Podemos entao escrever, num disco D(zg, )

9(2) = (2 = 20)"h(2)

com h(zp) #0 e h € H(Q). Assim, lim,_,, % = % existe, o que implica que ﬁ tem um polo
de ordem m em zy. Por outro lado, ﬁ = f(z) — w tem por hipétese uma singularidade essencial em
20- O

Mais tarde veremos o teorema de Picard que afirma que muito mais é verdade: f(Q\ {z}) é de
facto todo C ou C\ {w}, se zy é singularidade essencial.

4.7. Problemas

n

4.1 Seja f holomorfa em ©Q, e 29 € . Suponha que f(2) = >_,qan(z — 20)" ¢ uma expansio

valida num certo disco D C Q. Mostre que f™ ¢ um isomorfismo local em zy se e s6 se
any1 # 0.

4.2 Seja f € H(Q) e zp € Q. Define-se a multiplicidade de f em zy, mult,, f, pela igualdade
mult,, f = ordy, (f(z) — f(20)). Mostre que mult,, f > 1 e que mult,,(g o f) = mult,, f -
mult y(,,)g , sempre que g é holomorfa numa regiao contendo f (20)-

4.3 Seja F(z,w) uma fungao holomorfa de duas variaveis em {2, isto é F'(z,w) é holomorfa, como
funcao de z € © quando w € Q esté fixo, e 0 mesmo se passa com z e w trocados. Seja A C )
um conjunto com um ponto de acumulagao e suponha que F(z,w) = 0 para todo z,w € A.
Mostre que F'(z,w) = 0 para todo z,w € .

4.4 Mostre o teorema do médulo minimo: Se uma fungao f(z) holomorfa numa regiao 2 atinge um
minimo do seu médulo no ponto zy € Q2 sem que se verifique f(zp) = 0, entao f é constante.

4.5 Seja 2 uma regiao em C e f € H(Q2). Prove que se Rf ou Sf (partes reais e imaginarias de
f) tém um maximo local num ponto zy € 2, entdao f(z) é constante em (.

4.6 (Lema de Schwarz) Seja f uma func¢ao holomorfa no disco unitéario D, com f(0) =0e¢ |f(2)] <
1, para todo o z € D. Mostre que g(z) = f(z)/z é uma fun¢ao holomorfa em D e prove que
|f(2)] < |z| para todo o z € D.

4.7 Seja f(z) holomorfa numa regiao convexa €. Mostre que f(z) é primitivavel em €.
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4.7 Sejam f e g duas fungoes inteiras tais que |f(z)| < |g(z)|. Prove que existe uma constante
¢ € C, com |c|] <1, tal que f(z) = cg(2). (Sugestao: use o teorema das singularidades
removiveis de Riemann).

4.8 Seja f uma fungao inteira e sejam A e a ntimeros reais positivos tais que |f(z)] < A|z|*, para
todo o z com modulo suficientemente grande. Prove que f é um polinémio de grau n < a+ 1.






CAPITULO 5

Funcoes Harmonicas

Neste capitulo, estudaremos as func¢ées harmoénicas, que podem ser vistas, em muitos aspectos,
como o analogo, com valores reais, das fungdes holomorfas.

5.1. Definicao e primeiras propriedades

DEFINIGAO 5.1. Seja 2 uma regiago em C. Uma fungéo u : 2 — R diz-se harmonica em € se é de
classe C? em € e verifica a equacdo de Laplace Au = % + g%é‘ =0, em todos os pontos de 2.

Como o operador de Laplace é linear, o conjunto das fungoes harmoénicas numa dada regiao €2 é
um espago vectorial que vamos denotar por H({2).

Note-se que o produto de fungoes harmonicas néo é necessariamente uma func¢ao funcao harmonica,
pelo que H(€2) nado tem estrutura de anel, em contraste com o caso do anel das fungdes holomorfas

Usando os operadores diferenciais % = L2 _id)e 2 = %(8% - za%), é facil ver que

— 2\0z oy oz
0%u 1
- = - Au.
020z 4
Assim, uma outra forma de escrever a equagao de Laplace Au = 0 é:
0%u
- =0
0z 0%

5.1.1. Fungoes harmonicas e fungoes holomorfas. A relacdo mais simples entre fungoes har-
monicas e fungoes holomorfas é a seguinte.

PROPOSIGAO 5.2. As partes real e imagindria de uma fungao holomorfa sao ambas harmonicas.

DEMONSTRAGAO. Podemos usar directamente as equagoes de Cauchy-Riemann. Em alternativa,
usamos os operadores acima. Sendo f € H(f2) e u = Rf temos

Pu  OPRf O*f 9 of
5205~ G0z " <8z82> = (&(£)> =0

uma vez que %f = 0. O mesmo se aplica a v = &f. O

Dadas fungdes u e v harmoénicas arbitrérias, a fungdo f = u + iv ndo é necessariamente holomorfa.
Quando existe f € H(Q) tal que f = u + iv, diz-se que v é a harmonica conjugada de u.
O reciproco da Proposicao 5.2 é apenas valido localmente, e em regioes simplesmente conexas.

Para verificar isto, usamos a seguinte construcao (esta valida para qualquer regiao).
LEMA 5.3. Seja Q uma regido arbitrdria. Se w € H(S2), entdo g := % é uma fungio holomorfa em

Q.

DEMONSTRAGAO. Basta ver que

@_ﬂ(@)_ Ou _
0z  0z°0z’ 0720z

0

TEOREMA 5.4. Se § € uma regiao convera, e u € harmdnica em 2, entdo existe uma funcdo
holomorfa f € H(Q) cuja parte real é u. A diferenca de duas tais fungoes é uma constante imagindria
pura.

45
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DEMONSTRAGAO. Seja g = 2%. Entao g € H(Q) pela Proposi¢ao anterior. Como (2 é convexa, g
tem uma primitiva holomorfa em Q (ver TFC). Sendo f(z) = f1 + if2 uma primitiva de g temos:

, ofir 0fi Ou Ou
Flao) = S8 2L o0 ot
ox dy  Ox dy
onde usamos as equacoes de Cauchy-Riemann para f. Assim, v e f; diferem de uma constante real.
Podemos escolher a constante igual a zero, e assim, u = R f. Temos também

8f2 . ou afg . ou
or Oy Oy Oz’
o que define fy a menos de constante. Esta tltima pode ser arbitraria. O
5.2. Propriedades locais das fungoes harmonicas
Uma fungao harmonica verifica a propriedade do valor médio:

TEOREMA 5.5. (Teorema do wvalor médio) Seja u harmdnica em Q e D C Q um disco fechado
centrado em zy. Entao:

1 2m )
u(z) = %/0 u(zo + re®)ds,
onde r € o raio do disco D.
DEMONSTRAGAO. Usar a formula integral de Cauchy para f tal que f = Ru. O

Temos também:

TEOREMA 5.6. (Principios do médulo mdzximo e minimo). Seja w uma func¢ao harmdnica em 2.
(1) Se u atinge um mdzimo local em zy € §2, entao u € constante em €.
(2) Se u atinge um minimo local em zy € §2, entao u € constante em §).

(3) Se Q é compacto e u € continua em ), entdo o mdrimo e o minimo global de u estio em
00 =Q\ Q, a fronteira de Q.

DEMONSTRAGAO. ... d

O principio da identidade para fungoes holomorfas permite mostrar o seguinte “principio da exten-

sao

PROPOSIGAO 5.7. Se u € harmdnica em Q e f € H(Q) tal que w = Rf num pequeno disco, entao
u="=Rf em Q.

DEMONSTRACAO. Exercicio. O

5.3. Propriedades globais de funcoes harmoénicas

Para estudarmos algumas propriedades globais das fung¢oes harmoénicas, comegamos por uma re-
presentacao local de uma funcao harmoénica numa regiao anelar. Este resultado pode considerar-se o
analogo da representacao em série de Laurent das fung¢oes holomorfas.

TEOREMA 5.8. Seja D* = D*(0,7) um disco perfurado centrado na origem e u € H(D*). Entao
eristem o € R e g € H(D*) tais que

u(z) = R(g(z)) + alog|z|
DEMONSTRAGAO. A ideia é usar duas regioes simplesmente connexas cuja uniao é D*. O

Temos também a seguinte generalizacao ao caso de varios pontos isolados.

TEOREMA 5.9. Seja Q2 uma regiago simplesmente conezxa e Q* = Q\{z1, -+ ,2z,}. Sewu € harmdnica
em Q* entao existem constantes reais aq,- -+ ,a, e uma fungao f € H(Q) tais que
n
u(z) =R(f(2)) + Zaj log |z — z;]
j=1
DEMONSTRACAO. ... O

Este estudo permite mostrar o analogo do teorema das singularidades removiveis de Riemann para
funcgodes harmonicas.
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TEOREMA 5.10. Seja u(z) harmdnica e limitada no disco perfurado D* = D*(zg,7). Entao u pode
estender-se a uma fun¢ao harmdnica em D(zg,r).

DEMONSTRAGAO. Sabemos que u(z) = R(g(z)) + alog|z — 2| para certa fungao g € H(D™).
Assim, podemos escrever a série de Laurent de g(z):

9(2) = 3 an(z — 2)",
neL
valida para z € D*. Para mostrar o teorema, vamos verificar que a condi¢ao de u ser limitada implica
que g se estende a g € H(D(zp,7)). Suponhamos que 0 ¢é singularidade essencial de g(z), e que a > 0.
Entao, existe M > 0 tal que para |z — 2| suficientemente pequeno, Rg(z) = u(z) —alog |z —zp| < —M,
pelo que g(z) evita um conjunto aberto de C. O caso o < 0 é anélogo, donde g nao pode ter uma
singularidade essencial, pelo teorema de Casoratti-Weierstrass. Os polos também podem ser excluidos,
usando estimativas para |u| perto de zp, pelo que a série de g s6 tem parte regular. Assim, provamos
que g se estende ao disco. Isto implicaria que a = 0, pois é a tnica forma de garantir que u e Rg séo
limitadas em D*. O

5.4. O problema de Dirichlet no disco

Como vimos, as fungdes harmonicas verificam a propriedade do valor médio. Na realidade, veremos
agora que esta propriedade caracteriza as fungoes harmoénicas. Para chegar a este resultado, vamos
primeiro considerar um problema em equacoes diferenciais parciais de valor fronteira. Este problema
muito relevante é o problema de Dirichlet no disco. Trata-se de considerar uma funcao continua

¢ : D — R e de resolver o seguinte problema de valor fronteira (também chamado EDP com condigoes
de Dirichlet):

Au(z)=0, z€eD
u(z) = p(z), z € dD.

Consideremos em primeiro lugar a seguinte fungao, chamada o nicleo de Poisson.

DEFINIGAO 5.11. Parar € [0,1] e 6 €] — 7, 7[, definimos:

1 1—r? 1 e 4 r
P.(0) .= — =—R|( = .
() 2r 1 —2rcosf+1r2 2w <el€ —r>

OBSERVAGAO 5.12. Podemos ver de imediato as seguintes propriedades de P,(6).
(1) P-(0) & de classe C*™ em D

(2) P(6) > 0

(3) P.(0) = P.(—0) (é par na variavel 0)

PROPOSIGAO 5.13. A drea delimitada por P.(0) € 1.

TEOREMA 5.14. Seja ¢ : [—m, 7| — R uma fungdo continua (e p(m) = (—m)). Entdo eziste
u € C(D) e harmdnica em D tal que u(e?) = (). Precisamente, esta fungio é dada por u(z) := P, x,

ou explicitamente
™

u(re?) = P.(6 — 1)p(T) dr.
—T
DEMONSTRAGAO. Esta demonstracdo é longa e usa técnicas de teoria das distribuigoes. Consulte-
se o Lang. ]

TEOREMA 5.15. Se uma func¢do continua satisfaz a propriedade do wvalor médio em  entdo é
harmdnica em Q.

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que u é harmonica num qualquer disco D = D(zg, R) C Q.
Suponha-se que u(zp) > u(zo + 7€) para todo r < R, entdo u é constante numa vizinhanca de zp.
Isto porque, se u(z1) < u(zp) entdo existe uma vizinhanga de z; e € > 0 tal que u(z) < u(zp) — €,
contrariando a propriedade do valor médio, pois

/ u(z0) — u(zo + re®) do > 0.

—T
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Assim, temos a propriedade do méximo, e analogamente, a propriedade do minimo. Para provar que
u € harmonica, seja v a solugdo (fungao harmonica) do problema de Dirichelet no disco D(zg, ) cujo
fecho estéd em €2, e cujos valores na fronteira coincidem com os de u. Assim, u — v = 0 nesta fronteira,
e também satisfaz a propriedade de minimo e maximo em D(zg,r), pelo que u — v tem 0 maximo e o
minimo na fronteira, pelo que u = v, neste disco. O

5.1

5.2
9.3
0.4
9.5

0.6

5.7

5.8

5.5. Problemas

Seja u harmonica de classe C°°, e denote por u, (resp. u,) a derivada parcial de u relativa-
mente a x (resp. y). Mostre que

0 0
Au, = %Au, Auy = a—yAu.

Conclua que todas as derivadas parciais de u sao harmonicas.

Seja f holomorfa em 2 e u harmoénica em f(£2). Mostre que w o f é harmonica em €.
Mostre que uma fungdo harmoénica nao constante num disco é uma aplicagdo aberta.
Considere uma regidgo 2 C C, uma fungdo u harmoénica em Q e f € H(Q2). Supondo que
u = Rf num certo disco aberto (ndo vazio) D C 2, mostre que u = Rf em todo Q.

Seja u harmoénica em C* tal que u(z) = ¢(|z]). Mostre que existem a e b reais tais que
u=a+blog|z|.

Seja P, (0) o nucleo de Poisson, defiido para 0 <r < 1 e 6 € [0,27], através de

1 1—r?
271 —2rcosf+r2’

Seja u > 0 uma fungdo harmoénica em D(0,1) e continua em D. Mostre as desigualdades

P (0)

1—r 147
< 2wP.(0) <
1+r= " (6) T 1l-r
1-— ) 1
1+:u(0)§ u(rei®) §1i_::u(0).

(Teorema de Harnak) Seja u, uma sucessao de fung¢oes harmonicas no disco unitario D que
converge uniformemente em subconjuntos compactos de D. Prove que o limite é uma funcao
harménica.

Prove que uma fungao u é harmoénica na regiao {2 se e s6 se satisfaz a propriedade do valor
médio em discos de €2, isto é se, para qualquer z € Q e disco D(z, ) centrado em z e totalmente
contido em {2, se verifica:

1
u(z) = —5 u dx dy.
T JD(z,r)



CAPITULO 6

Calculo Integral no Plano Complexo

Em capitulos anteriores, apresentamos alguns resultados cujos argumentos e enunciados utilizaram
integrais de fungoes holomorfas ao longo de cinrcunferéncias. De facto, as circunferéncias aparecem
naturalmente ao considerar a propriedade do valor médio e vérios outros resultados como, por exemplo,
o teorema de Taylor.

Para aprofundar o estudo das propriedades globais das fungoes holomorfas, em particular daquelas
que se relacionam com questoes de natureza topoldgica, necessitamos agora de desenvolver o céalculo
integral ao longo de curvas continuas mais gerais em C.

Neste capitulo, introduzimos o célculo integral no plano complexo na sua generalidade, e desenvol-
vemos os seus métodos fundamentais. Em particular, abordamos os teoremas de Cauchy e o conhecido
teorema dos residuos (em versoes ainda sem a maxima generalidade), bem como algumas das suas
aplicacoes. As relagoes entre integrais complexos e as propriedades topoldgicas de regioes no plano,
sao deixadas para o capitulo seguinte.

6.1. Definicao do integral no plano complexo

Seja [a, b] um intervalo, que nao se reduz a um ponto, na recta real (a < b € R).

6.1.1. Caminhos no plano complexo. Um caminho é um percurso no plano complexo, imagi-
nado como um conjunto de pontos que estao a ser percorridos & medida que o tempo avanga. Assim, é
descrito por uma fungao de uma variavel real, ¢ € [a,b] C R, com valores em C ou numa certa regiao.

DEFINIGAO 6.1. Um caminho (no plano complexo) é uma aplicagdo continua v : [a,b] — C que
verifica:

(i) v é seccionalmente regular, isto ¢, 7/(t) existe excepto para um numero finito de valores de
t € la,b], e
(ii) v ¢é rectificavel, isto ¢, satisfaz ff 17/ (t)| dt < +oc.

Diz-se que o caminho 7 comega em 7(a) e termina em ~(b).

As propriedades que exigimos para a func¢ao ~(t) (seccionalmente regular e rectificavel), sdo moti-
vadas pela possibilidade de, nessas condig¢oes, podermos definir o conceito de comprimento do caminho

.

DEFINIGAO 6.2. O comprimento do caminho 7 : [a,b] — C é o ntumero real

b
ctyi= [ ol
a
que é finito, pois  é rectificavel.

OBSERVAGAO 6.3. (a) O integral em C'(v) pode ser impréprio no sentido de Riemann, se a fungao
v/(t) for ilimitada (ver o Exemplo 6.4(4)). No entanto, havendo um ntamero finito de pontos onde ~/(t)
nao esté definida, nunca precisaremos de aplicar a teoria, mais geral, do intergal de Lebesgue.

(b) Poderiamos ter exigido que as derivadas laterais de +/(t) existissem nos extremos, a e b, do intervalo.
Nesse caso, pode provar-se que < é automaticamente rectificavel. No entanto, preferimos manter a
definicdo acima, que realga os dois pontos importantes da definicdo de caminho, tal como a usamos.

Os exemplos abaixo ilustram a importancia de indicar sempre o dominio de definigdo de um caminho
Y(t).

EXEMPLO 6.4. (1) Um caminho que percorre a semi-circunferéncia unitaria no semi-plano superior
I':={z€H: |z] =1}, ¢ por exemplo ¥(t) := e com t € [0,7]. Uma vez que v'(t) = ie", o seu
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™ i ™
0(7):/ |z'e”|dt:/ Lt =,
0 0
como esperado.

(2) O segmento de recta entre z e w é definido pelo caminho

y(t) :==tw+ (1 —t)z,

comprimento é

para t € [0,1].

(3) Um caminho constante é uma fungao da forma v(t) = zy para todo t € [a, b).

(4) Seja v : [0,1] — C definida por ¥(t) = xsin (1), 7(0) = 0. Temos que 7 ¢ seccionalmente
regular, pois é continua em [0, 1] mas nao é rectificavel, como o leitor podera verificar. Note que, neste

caso v/(0) nao existe.

Para a determinac¢dao do comprimento de um caminho, é importante o caculo da derivada +/(t).
O namero complexo 7/(t) tem uma interpretagao geométrica muito importante: é o vector tangente a
curva que 7(t) percorre, como veremos a seguir.
Para o calculo de +/(t) podemos escrever y(t) na forma polar ou na cartesiana. No caso de escre-
vermos 7 (t) = x(t) + iy(t), temos
V() =2'(t) +iy'(t),
e [Y(t)]? = /()% + y/(t)?, sempre que v/(t) estd definido.
No caso de termos y(t) = 7(t)e??®) temos, pela regra da cadeia, desde que r(t) > 0:
/
Y () = 7' ()€ D) 6 (t)r ()M = <% + z’9’(t)> (t).
Esta formula ¢ ttil para cincunferéncias centradas na origem. Por exemplo, quando (t) = re®
para constantes ¢ e r > 0, temos a relagao simples entre o caminho e a sua derivada +/(t) = icy(t).

t

6.1.2. Caminhos e Curvas. Consideremos um caminho v : [a,b] — C arbitrario. Em varias
situacoes, tanto de natureza geométrica como para o calculo integral, é mais relevante o conjunto
1magem, isto é o conjunto

L:={~(t): t€a,b]} CC
do que a propria fungao ¢t — (). Conjuntos obtidos desta forma chamam-se curvas.

DEFINIGAO 6.5. Sejam zp,21 € C. Uma curva (orientada) de zy a z; é a imagem I' C C de um
caminho 7 : [a,b] — C que comega em y(a) = zp e termina em 7y(b) = z;. Diz-se também que zy é o
ponto inicial de T" e que 27 é o ponto final. Em conjunto, 2y e z1 sdo chamados os extremos de I'. Neste
caso, dizemos que «y é uma parametrizagdo de I, e escrevemos I' = (7).

A um caminho associamos uma tnica curva, a sua imagem. Mas naturalmente, para cada curva I"
em C, existem multiplas (infinitas) parametrizagoes de T

OBSERVAGAO 6.6. (1) Dado um caminho v(¢) definido em [a,b], o caminho v (bt + (1 — t)a) defi-
nido em [0, 1] parametriza a mesma curva. Assim, ha situagoes em que vale a pena definir todos os
caminhos no intervalo padrao [0,1].

(2) Os trés caminhos o(t) = > t € [0,1], n(t) = €, t € [-m, 7], e v(t) = e 2™ ¢ € [0,1] parame-
trizam a mesma circunferéncia, o tltimo caminho sendo o tnico percorrido no sentido horario.

(3) Poderiamos definir curvas sem distinguir o ponto inicial do final (o que seria uma curva nao orien-
tada). Para efeitos do calculo integral que vamos desenvolver, sendo a orienta¢ao muito importante,
esta farad sempre parte da nossa definicao de curva.

PROPOSIGAO 6.7. Seja v : [a,b] — C um caminho e ty € [a,b] tal que v (tg) estd definido. Entao
v (to) € um vector tangente a curva T' = (7), no ponto y(to) e tem norma igual a |y (to)].

DEMONSTRACAO. Deixada para o leitor. O

OBSERVAGAO 6.8. O sentido do vector 7/(t) coincide com o sentido em que se percorre o conjunto
I'={y(t): t € a,b]}, ou seja, com ¢ a variar desde a até b > a.

Tal como seria de esperar de acordo com a interpretacao geométrica da nocao de comprimento,
nao ¢é dificil verificar que o comprimento de um caminho depende apenas da curva correspondente.

PROPOSIGAO 6.9. Se vy e sao caminhos que parametrizam a mesma curva I', entao C(y) = C(7).
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DEMONSTRAGAO. Usa-se o facto de que |(y o) (t)| = |7/ (¢(t))| ¢’ (t)] e a formula de mudanga de
variavel. O

Desta forma, podemos definir (o que faremos) o comprimento de uma curva I' como o comprimento
de qualquer caminho que a parametrize. Mais precisamente:

DEFINIGAO 6.10. Se I' é a curva imagem do caminho 7, o comprimento de I" é dado pelo integral
fab |7/ (t)| dt, e também se denota por C(T') = C(7).

EXERCICIO 6.11. Mostre que uma curva é um subconjunto compacto de C.
Sejam z e w dois pontos de C. O segmento de recta entre z e w sera denotado por [z, w] C C.
EXERCICIO 6.12. Use a parametrizacao de [z, w] dada em 6.4(2) para mostrar que:
C([z,w]) = |z — w|.
A nogao de curva permite definir o que se chama um conjunto conexo por arcos.

DEFINIGAO 6.13. Seja X C C um subconjunto (ndo é necessariamente aberto). Dizemos que X ¢é
conexo por arcos se, para quaisquer dois pontos z,w € X existe uma curva I' C X com extremos z e
w.

Convém recordar que um conjunto X é chamado conexo se nao existem abertos néo vazios U,V C C
tais que

X=XnU)UXnV).
TEOREMA 6.14. Se X € conexo por arcos, entdo € conexo.
DEMONSTRACAO. Ver apéndice. O
O reciproco nao é verdade em geral, mas verifica-se em cunjuntos abertos.
TEOREMA 6.15. Seja U C C um conjunto aberto. Entao U é conexo se e s6 se é conexo por arcos.
DEMONSTRAGAO. Ver apéndice. d

COROLARIO 6.16. Seja 2 C C uma regigo. Entdao ) é conexo por arcos. Assim, dados quaisquer
dois pontos z e w em ), hd sempre pelo menos uma curva com inicio em z e final em w.

6.1.3. Integral ao longo de uma curva; propriedades. Para efeitos do calculo integral que
vamos desenvolver, as curvas sao os elementos fundamentais. No entanto, sdo os caminhos que as para-
metrizam que permitem o célculo desses integrais, como nos exemplos acima. Tal como sucede com a
noc¢ao comprimento, veremos que os integrais sao independentes da parametrizacdo: dependem apenas
das curvas e nao dos caminhos particulares usados para as parametrizar. Dessa forma, frequentemente
abusaremos terminologia e identificaremos um caminho com a respectiva curva.

DEFINIGAO 6.17. Um caminho (ou a respectiva curva) diz-se fechado se os seus extremos coincidem.
O caminho inverso a um dado caminho v : [a,b] — C, é o caminho 7 : [—b, —a] — C definido por
A(t) := ~v(—t), pelo que ambos definem a mesma imagem, mas percorrida em sentido contrario. Assim,
os extremos sao trocados: o ponto inicial de 4 é o ponto final de v e vice-versa.

OBSERVACAO 6.18. Os extremos fazem parte da definicdo de curva I', mesmo que por vezes nao
sejam explicitamente referidos. Assim, se v e 4 sdo caminhos inversos, de acordo com a nossa defini¢ao,
as curvas I' = imy e I’ = im#¥ sdo chamadas curvas inversas, e sio curvas distintas apesar de definirem
0 mesmo subconjunto de C.

DEFINIGAO 6.19. Dado um caminho v : [a,b] — £ e uma fungao continua f : I' — C (sendo
I’ = (y)) definimos o integral de f ao longo de 7 (ou integral de f em ~y) como

/j = / " Fo) 1) d.

Por vezes, e de modo a recordar os termos envolvidos nesta definicao, escrevemos também fy f(z)dz
em lugar de .
g I, f
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OBSERVAGAO 6.20. Uma vez que 7/(t) existe excepto num ntmero finito de pontos no intervalo
compacto [a,b], novamente nao precisamos aqui da teoria do integral de Lebesgue (ver também a
observagao 6.3). Desta forma, este integral define-se como limite das chamadas somas de Riemann,
que existe neste caso (ver Apéndice).

Algumas operagoes em curvas sao especialmente relevantes. Para facilitar introduzimos a notagao
I' : z — w para denotar uma curva entre z e w.

DEFINIGAO 6.21. Sejam 2y, 21 € zo trés pontos em C. A concatenacdo das curvas I'1 : zg — 21
e I'g : z1 — 29, denotada por I'1 x 'y é a curva obtida percorrendo primeiro I'y e depois I'y. Sendo
I'; := imy; com ~; : [0,1] — C vemos que a funcao 7 := 3 * 75 definida por

71(2t), t e [0, %]
(2t —1), te[3,1

(Y1 % 72)(t) = {
é um caminho que parametriza I'y % I's.

EXERCICIO 6.22. Verifique a ultima afirmacao acima.

OBSERVAGAO 6.23. Note-se que a concatenagdo nao esté definida para curvas arbitrarias! Apenas
estéd definida quando o ponto final de uma curva coincide com o ponto inicial da outra.

DEFINIGAO 6.24. Uma curva poligonal é a concatenacdo de um conjunto finito de segmentos de
recta.

Muitos exemplos importantes de curvas sao as fronteiras de certas regioes do plano. E facil arranjar
exemplos de regides cuja fronteira ¢ de tal forma complicada que nao pode ser uma curva (nao ser
imagem de uma fungao seccionalmente regular ou rectificavel).

EXERCICIO 6.25. Se P é um poligono convexo, mostre que a sua fronteira é uma curva fechada e
simples.

O seguinte resultado sintetiza as propriedades fundamentais que gozam os integrais que definimos.
Estas s@o de tal forma comuns que a sua utilizacdo em varios calculos nao é tipicamente referida
explicitamente, de modo a nao sobrecarregar os textos.

TEOREMA 6.26. Sejam 7,7 : [a,b] — Q caminhos e f,g: Q — C fungoes continuas. Os integrais
verificam as sequintes propriedades:

(i) [Linearidade na funcao integranda| Sejam a,b € C (constantes). Entao

/{(af%—bg):a/yf—l—b/yg.

(i) [Aditividade na concatenagao de curvas| Se vy termina onde n comega, entdo:

L=l ke

(11i) [Troca de sinall Se v e n sao caminhos inversos, entao

Afz—Af

(iv) [Majoragao tipical Sendo I' = imry, temos

Lf

(v) [Independéncia da parametriza¢ao/ Se vy e ) parametrizam a mesma curva I', entao

fo- )

DEMONSTRACAO. ... O

< C(I') max |f(2)]-
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OBSERVAGAO 6.27. Uma vez que o integral ndo depende da parametrizagdo, mas apenas da curva
I" percorrida pelo caminho, é frequente referir-se a este integral como o integral de f sobre I', que é

naturalmente, escrito na forma:
/ f, ou / f(z)dz.
T T

De facto, vamos efectivamente deizar de distinguir entre caminhos e curvas, a menos que tal seja
estritamente necessdrio para a compreensao do assunto em causa.

A tarefa de parametrizar uma curva arbitraria nao é simples. Normalmente, usam-se apenas curvas
e caminhos dados por fungoes bem conhecidas. No entanto, poderiamos perguntar como se calcula,
na pratica um integral de uma fungdo continua arbitraria f(z) ao longo de uma curva arbitraria I'?
Naturalmente, falamos aqui de aproximar o resultado de forma tao precisa quanto pretendido.

Uma das abordagens a esta questao consiste em considerar uma classe relativamente simples, mas
suficientemente abrangente de curvas, e usé-las para aproximar a curva pretendida, o que conduziré,
por sua vez, a uma aproximagao ao integral. Uma tal classe é o conjunto das curvas poligonais.

TEOREMA 6.28. Seja e > 0 e f(2) uma fungdo continua na regiago Q. Dada uma curva arbitrdria
I' C Q, existe uma curva poligonal A C ) tal que:

/Ff(z)dz—/Af(z)dz

DEMONSTRAGAO. Usa-se o facto de que uma fungédo continua num compacto é limitada e integravel,
pelo que o integral pode ser aproximado por “somas de Riemann”, onde os valores da fungdo sao
calculados num namero finito de pontos 7(t;) (sendo v : [a,b] — Q com I'" = (v) e t; € [a,b]) que se
unem por segmentos de recta, determinando, assim, a curva poligonal A que aproxima I'. O

< e.

6.2. O teorema fundamental do calculo

Tal como no célculo para fungoes de variavel real, o teorema fundamental do célculo para fungoes
complexas diz-nos essencialmente que a integragao e a derivagao sao operacoes inversas.
Por outro lado, ao contrario do integral real

[ wa

em que existe essencialmente um tnico “caminho” entre a € R e b € R (na perspectiva complexa, é o
caminho “identidade” ~(t) = ¢ com ¢ € [a,b]), um integral entre dois pontos no plano complexo z e
z1 depende da curva em questao (embora nao dos varios caminhos para a mesma curva, como vimos
no teorema 6.26(5)).

No entanto, de forma notavel (uma vez mais!) quando as fungdes integrandas sao holomorfas
o integral depende “essencialmente” apenas dos extremos da curva e nao da curva!! Nesta seccao
examinamos esta propriedade fundamental dos integrais complexos e também motivaremos a ideia que
torna precisa o adjectivo “essencialmente” na frase anterior.

A prineira versao to Teorema Fundamental do Calculo (TFC), que também pode ser chamada a
“Regra de Barrow” determina o integral de uma derivada.

TEOREMA 6.29. [Regra de Barrow ou TFC1] Seja F € H(S). Entao, para qualquer curva 7 :
[a,b] — Q, temos:

| FG) dz = Fo(v) = FO @),
.

DEMONSTRAGAO. Usamos essencialmente o teorema fundamental do célculo para fun¢ées de uma
variavel real. Note-se que F'(z)dz = F'(y(t))y'(t)dt. O

A regra de Barrow é normalmente usada na seguinte forma. Note-se que um caso particularmente
atil é quando queremos calcular integrais ao longo de curvas fechadas.

COROLARIO 6.30. Seja f(z) uma funcao primitivivel na regiao 2, com primitiva F(z) e seja
uma curva, em S, com inicio em zg e fim em z1. Entdo:
(i) O integral fyf nao depende do caminho entre zg e z1 . De facto:

/ f(2)dz = F(z1) — F(z),
Y
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para qualquer outra curva y com os mesmos extremos de 7.

(ii) Se v € curva fechada (z9 = z1), entao:
pr-o
g

DEMONSTRAGAO. Para provar (ii) usamos directamente o TFC1, com F’ = f e com z; = zp:
/ F(2)dz = / F'(2)dz = F(z0) — F(z) = 0.
2l gl

Para mostrar (i) basta verificar que, sendo 4 uma curva com os mesmos extremos que 7, entao a
concatenacdo 7 * v~ é uma curva fechada (comecando e terminando em zy) pelo que, usando a
propriedade aditiva dos integrais (e a da troca de sinal):

/f M—/f

0 que prova a independéncia do percurso. A férmula indicada é imediata a partir do TFC1. O

OBSERVACAO 6.31. Como consequéncia do teorema de Taylor, vemos que se f é primitivavel em
2, entao é diferenciavel (e analitica) em €. De seguida, veremos que o reciproco também é valido, mas
apenas localmente.

EXERCICIO 6.32. Seja f = f(z) uma fun¢ao primitivavel em 2. Mostre que quaisquer duas primiti-
vas de f, denotadas por Fj e Fy, por exemplo, diferem por uma constante aditiva. O mesmo resultado
é valido para uma fungdo continua f definida numa uniao 21 U Qs de duas regides?

Como é bem sabido do calculo para fungbes reais, achar uma primitiva para uma funcao dada,
nem sempre € um problema facil, e nem sempre a resposta pode ser dada em termos de funcgoes
bem conhecidas da analise real ou complexal. Por isso, ¢ tutil dispor de critérios para determinar
quando é que uma funcao é primitivavel. O Corolario 6.30 fornece-nos uma condigdo necessaria: se f
é primitivavel em €, entdo ao longo de qualquer curva fechada o integral de f é nulo.

Veremos agora que esta condicdo é também suficiente! Comecemos por verificar que qualquer
funcao continua cujos integrais em curvas fechadas suficientemente pequenas se anulam, é uma funcao
primitivavel.

Se T' C C é um triangulo fechado designamos por 07" a curva que define a sua fronteira, percorrida
no sentido directo. Note-se que T é o fecho de uma regido, e portanto é um objecto bidimensional,

enquanto que 07 é uma curva: a concatenagao de 3 segmentos de recta.

TEOREMA 6.33. Seja D um disco e f(z) continua em D. Se $... f(2) dz =0 para todo o tridngulo
fechado T C D, entdo f é primitivdvel em D.

DEMONSTRACAO. Fixemos zy € D e defina-se:
)= [ 1) e
[207 }

onde [z, z] € 0 segmento de recta com inicio em zg e fim em z € D. Assim, calculamos, para h € C,
Flz+h)—F(z) 1
h h J iz 4]

Temos, entao, a estimativa

F(z+h) - F(z)
h

1
E [ ) = 5G] d

Ihl max [ f(w) — f(2)]-

|h| weE[z,z+h]

- f(2)

Fazendo h — 0, vemos que existe o limite

F,(Z):%LI%F(Z'—FhZ—F(z)’

1Note-se7 no entanto, que em discos a propriedade de ser diferencidvel equivale a de ser primitivavel, veja-se o
Problema ...
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e que iguala f(z). Isto mostra que F € H(D) e F'(z) = f(z), para qualquer z € D, pelo que f é
primitivavel em D. O

A condicao de anulagao do integral ao longo de curvas triangulares pode nao parecer muito natural,
mas ¢é facil ver que ela implica a anulagao dos integrais ao longo de quaisquer curvas, num dado disco.

EXERCICIO 6.34. Seja D um disco. Mostre que se f € C(D) é tal que 9587“ f(z)dz = 0 para
qualquer triangulo T C D entao, fﬁr f =0, para qualquer curva fechada I' C D. Podemos concluir o
mesmo substituindo D por uma qualquer regido 27

O teorema anterior da-nos uma condigdo local para a existéncia de uma primitiva. Vamos agora
provar que a anulacgao de todos os integrais ao longo de curvas fechadas implica a existéncia de primitiva
global, ou seja, implica que f seja primitivavel em toda a regido. E importante notar que precisamos,
pois, de uma técnica de passar de uma propriedade local para uma propriedade global e que para isso,
é importante que a regiao {2 seja conexa.

TEOREMA 6.35. [Teorema Fundamental do Cdclulo, ou TFC2] Seja f continua em Q. As sequintes
afirmagodes sao equivalentes:

(i) f € primitivdavel em ).

(i) Sendo T C Q wma curva, [ f(2) dz s depende dos pontos inicial e final de T.

(i) ¢ f(2) dz =0 para qualquer curva fechada T em €.
Pelo TFC1, em qualquer das condigoes acima podemos calcular o integral através de:

[ 5= Fe) = Fla),
r
sendo I uma curva entre zy e z1 e F uma qualquer primitiva de f.

DEMONSTRAGAO. A féormula da frase final, bem como o facto de que (i) implica (ii) e (iii) nao
necessita de demonstracdo, pois segue directamente do TFC1 e do seu corolario. E também facil
verificar que (ii) implica (iii), pois a concatenac¢ao de duas curvas com os mesmos extremos, em que
uma das duas é percorrida no sentido inverso, ¢ uma curva fechada.

Finalmente, assumimos (iii) e escolhemos um ponto base zp € Q. Podemos definir uma primitiva
F(z) de f(z), escrevendo:

P = [ :f(w) dw,

onde fzzo designa o integral ao longo de qualquer curva entre zg e z (existe, porque €2 é conexo). O facto
de esta funcao estar bem deinida, ou seja, ndao depende da curva escolhida entre zg e z, é consequéncia
da hipotese de todos os integrais em curvas fechadas se anularem. Assim, em qualquer disco D C €
centrado em z, podemos fazer o célculo de F”(z) e obter f(z), como na demonstra¢ao do Teorema 6.33.
Portanto, existe uma primitiva F'(z) de f(z) em toda a regiao 2, donde (iii) implica (i). O

Note-se que o Teorema 6.33 implica também uma condigao suficiente para que uma fungao continua
seja holomorfa numa regiao.

COROLARIO 6.36. [Teorema de Morera] Seja f continua na regiao ) e assumimos que para qualquer
triangulo fechado T C 2, temos %T f=0. Entao f € H(Q).

DEMONSTRACAO. A condic¢ao diz-nos que f é primitivavel em qualquer disco D C 2, pelo Teorema
6.33. Note-se, no entanto, que a condigdo nao implica existéncia de primitiva global (ver o exercicio
...) Como a existéncia de derivada ¢ uma condicao local, e qualquer primitiva local F(z) é holomorfa,
verificando f(z) = F’'(z) vemos que f é também holomorfa (com f’ = F”em cada ponto), como
consequéncia do Teorema de Taylor. O

Os resultados acima motivam a seguinte questao: Sendo f € H(2) é sempre verdade que f(z) tem
primitiva em €27 A resposta é nao, em geral!

EXEMPLO 6.37. Novamente, consideremos a funcao f(z) = % Como sabemos, f € H(C*), mas

esta fungao nao é primitivavel em ) = C*. Ha pelo menos duas formas de ver isto: se existisse primitiva,
ela seria dada, localmente, pela fun¢ao F(z) = log(z), no entanto, como sabemos, esta fungao nao é
continua em 2. Outra forma de verificar esta situacéo é através do célculo:

/ 1dz = 2mi # 0,
\

z|=1 7%
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o que, usando o Teorema 6.35, mostra que f(z) ndo admite primitiva em €. Por outro lado, nao é
muito dificil de ver que uma primitiva de f(z) existe na regiao:

Q={z=re: r>0 0¢c —mx[}
e outras regides semelhantes. Por exemplo, f(z) é primitivavel em qualquer disco contido em C*.

EXERCICIO 6.38. Seja f(z) = % definida no disco perfurado D*. Mostre que para todos os poligonos
convexos (fechados) P C D*, jiap %dz = 0. No entanto, f nao é primitivavel em D*. Como explica

isto, tendo em conta os resultados 6.36 e 6.357

6.3. O Teorema de Cauchy-Goursat

Nesta sec¢ao, abordamos o Teorema de Cauchy-Goursat que nos fornece um critério, segundo o
qual dada uma funcdo f(z) holomorfa numa regiao €2, e uma curva fechada I', quando é que temos
¢ f(2) dz=0.

A versao do teorema de Cauchy que aqui mostramos baseia-se numa nog¢ao de homotopia menos
comum, mas que é equivalente & usual. Sendo a nossa abordagem bastante intuitiva, o estudo da
equivaléncia com a nogao usual é deixado para o capitulo 8, devido as outras questoes topoldgicas que
14 abordaremos.

Um primeiro caso, o do disco, foi ja abordado. De facto, qualquer fungao holomorfa num disco é
primitivavel, pelo que o seguinte é valido.

PROPOSIGAO 6.39. Seja D wm disco e f € H(D). Entao ¢ f = 0 para qualquer curva fechada
I'cD.

DEMONSTRAGAO. A Proposigdo 4.30 diz-nos que f é primitivavel em D. O TFC2 diz-nos que
todos os integrais em curvas fechadas se anulam. O

Este resultado é claramente falso para regides mais gerais. De facto, o Exemplo 6.37 mostra que no
plano perfurado C*h4 integrais nao nulos na circunferéncia unitario, mesmo para fun¢des holomorfas
em C*. Numa regiao geral, a anulacdo dos integrais em curvas fechadas depende da curva. De modo a
estudar o que se passa, comecamos por definir curvas prérimas numa regido.

DEFINIGAO 6.40. Sejam ~,7 : [a,b] — Q dois caminhos em  (definidos no mesmo intervalo).

Dizemos que as respectivas curvas, I" e I', s@o préximas em €2, se existe uma particdo do intervalo
a=ty<t1 <---<tph_1<t,=0b,
e discos Dy, -+, D, contidos em  tais que y([t;—1,;]) UJ([ti—1,t;]) C D; para todooi=1,--- ,n.
Intuitivamente, se duas curvas sdo proximas em 2, podemos mover uma delas ligeiramente (depen-
dendo do tamanho dos discos ge contém as curvas e estao contidos em 2) até obter a outra. O estudo

da seccao anterior permite-nos, desde ja, mostrar que se duas curvas sao préximas, entao dao o mesmo
integral.

TEOREMA 6.41. [Teorema das curvas proxzimas| Sejam v e 7 curvas proximas em e f € H(Q).

Entao:
A F(2)dz = A F(2)dz.

DEMONSTRAGAO. Em cada disco D C €, o integral é zero ao longo de curvas fechadas, aplicando
o Teorema.... O resultado segue-se de aplicar este facto aos varios discos que interpolam entre v e
v O
DEFINICAO 6.42. Sejam T e T’ duas curvas numa regiao Q. Dizemos que I' e I sdo homotépicas em
) se existe uma sucessao finita de curvas I'o = 1", I',--- , I, = I tal que I';_1 é préxima de I'; para

todooi=1,---,n. Diz-se que I" é homotopicamente trivial em 2, se I" ¢ homotdpica a uma curva toda
contida num disco em §2.

TEOREMA 6.43. [Teorema de Cauchy-Goursat| Seja 2 uma regiao e f(z) € H(2).
(1) Sejam T' e T' duas curvas homotdpicas em Q. Entao:

-l
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(2) Seja T' uma curva fechada homotopicamente trivial em Q. Entao

[r-o

DEMONSTRAGAO. (1) Basta usar o teorema das curvas proximas para passar de I';_; para I';, para
todo o 7 entre 1 e n.
(2) Se T é homotopicamente trivial, entdao podemos reduzir o integral a uma curva num disco, onde
qualquer fun¢ao holomorfa (como ¢ o caso de f) é primitivavel e o resultado segue do TFC2. O

Para aplicagoes do calculo integral convém, por vezes, considerar fungoes holomorfas em conjuntos

fechados.

DEFINIGAO 6.44. Seja Q C C um conjunto fechado. Dizemos que f é holomorfa em @) se existe

uma regiao 2, que contém @, onde podemos definir f (mais precisamente, uma extensao de f) de
forma a que f € H(Q).

O seguinte resultado é essencialmente um reciproco do teorema de Morera.

COROLARIO 6.45. [Goursat] Seja f holomorfa num poligono convezo (fechado) P . Entdo [, f(z) dz =
0.

DEMONSTRAGAO. Como P é convexo e f é holomorfa numa vizinhanga 2 de P, que também pode
ser considerada convexa, 0P é homotopica a uma curva num disco D C 2, pelo que se aplica o teorema
de Cauchy. O

6.4. O Teorema dos residuos para regioes convexas

Quando uma funcdo tem apenas um numero finito de singularidades isoladas, podemos encontrar
o valor dos integrais ao longo de fronteiras de regides convexas. Para o célculo destes integrais contam
apenas as singularidades nessa regiao convexa.

TEOREMA 6.46. [dos residuos| Seja v a fronteira de uma regiago convexa Q. Se f é uma fungao
holomorfa em Q, & excep¢ao de um numero finito de singularidades isoladas z1, ..., zn em Q, entdo:

7§f(z)dz =2mi » Res(f, z).
v k=1

DEMONSTRAGAO. O integral é percorrido uma vez no sentido directo. Seja zg um ponto na curva
~ com a seguinte propriedade: os segmentos de recta entre zg e cada z; nao se intersectam. Neste caso
a curva 7y é homotopica a curva I' obtida concatenando pequenas circunferéncias C1,--- ,C), em torno
de cada uma das singularidades. Seja

a série de Laurent de f em torno de zj, valida num disco D; que contém C; (reduzindo o raio de C
se necessario). Entao, pela continuidade uniforme (troca do integral com o somatoério) e pelo facto de
todos os termos serem primitivaveis no disco perfurado DF, excepto b1/(z — z1):

f = 55 L — + ) aj(z—2) | dz=
o a1\ 5o (z —21) ; ’
= L yga(z—zl)]dz—
;éﬁ (Z_Zl)j ; 1 ’
b
= 55 L dz40=
ClZ—Zl
= 2mwib

Finalmente, como b; = Res(f, z1), o resultado segue-se fazendo o mesmo para cada uma das restantes
singularidades: z9 a z,. ]
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Como veremos adiante, este teorema é bastante mais geral, aplicando-se a curvas que nao sao
necessariamente fronteiras de regides convexas. Para lidar com um tipo mais geral de curvas, torna-se
necessario perceber que tipo de regides podemos obter como complemento de uma dada curva. Isso
leva-nos & nocao de indice de uma curva em torno de um ponto, o que, por sua vez é a base de um
novo conceito: o de homologia. Tratamos destas nog¢oes, bem como dos teoremas globais de Cauchy e
dos residuos no proximo capitulo.

6.5. Problemas

6.1 Calcule os seguintes integrais:
(a) f[o,1+i] zdz
(b) Jo144 |21 d2
(c) f[0,1+i} zZdz.

6.2 Mostre que, dos integrais do Problema 1, apenas o integral (a) é independente da curva.

1, V3

6.3 Calcule f1§+§l % dz, onde a curva que une os extremos esta contida no primeiro quadrante.

6.4 Seja D um disco. Mostre que f € H(D) se e s6 se f é primitivavel em D.

6.5 Seja D* =ID(0,1) o disco perfurado unitario. Mostre que, %P %dz = 0, para todo poligono
P C D*. Podemos concluir que f(z) = X é primitivavel em D*?

6.6 Calcule: ’ _
% 657/2 d
—— dz.
=2 (2 = 1)(z = 3)

6.7 Suponha que {f}nen € uma sucessao de fungoes holomorfas definidas numa regiao 2, con-
vergindo uniformemente para f, e v € uma curva em D. Prove que fv fn(2)dz converge para

I, £(z)dz:



CAPITULO 7

Integracao, homologia e dualidade

Neste segundo capitulo sobre integracao no plano, vamos provar uma nova versao do teorema de
Cauchy. Esta versdo costuma chamar-se “global”’, mas deveria talvez designar-se a versdao homoldgica,
uma vez que se baseia numa simplificacdo do conceito de homologia, que é um invariante topolégico
associado a uma dada regiao do plano.

7.1. Motivagao para o Teorema de Cauchy “global”

A regra de Barrow assegura que, sendo f primitivavel numa regiao 2 C C, o integral de f ao longo
de qualquer curva fechada é zero. O reciproco também é valido, pelo Teorema fundamental do cdlculo
para curvas fechadas (TFC2):

TEOREMA 7.1. [Recordar o teorema 6.35] Seja Q C C uma regiao e f € H(Q). Entao gsyf =0
para toda curva fechada v contida em Q se e sé se f € primitivdvel.

DEMONSTRAGAO. Isto é meramente uma reformulagao do Teorema 6.35. De facto, como as fungoes
holomorfas sao continuas, temos a equivaléncia entre as condigoes (i) e (iii) do teorema citado. 0

Este resultado diz-nos que a propriedade de ser primitivavel numa regidao é a condicao necessaria e
suficiente para garantir a anulagao dos integrais ao longo de qualquer curva fechada nessa regido.

O teorema de Cauchy “global”, que veremos de seguida, pretende responder a uma questao rela-
cionada, mas colocando-a noutra perspectiva. Supomos que, além da regido 2, fixamos uma curva
fechada v em Q. Queremos saber que propriedades deve ter v de forma a que [ ” f(2) dz = 0 para

qualquer f € H(Q).

OBSERVAGAO 7.2. Seja €2 uma regidao fixa. Qual é a propriedade (topologica) que uma curva
fechada v C ) deve ter que é simultaneamente necesséria e suficiente para garantir fﬁ{ f = 0 para todo
f holomorfo em 07

Um primeiro passo para responder a esta questao é dada pelo teorema de Cauchy classico:

TEOREMA 7.3. (De Cauchy cldssico) Se vy é homotdpico a um ponto em S, entdo fvf = 0 para
todo f € H(2).

No entanto héa curvas v nao homotopicamente triviais numa certa regiao €2, com a mesma propri-
edade.

EXEMPLO 7.4. Seja = C\ {21, 22} e v a seguinte curva: ... Entao v ~ 1, mas fﬁ{ f = 0 para todo
feHON

Poincaré foi o primeiro a considerar o conceito que fornece a tal condi¢do necessaria e suficiente,
bem como a entender as semelhancas e diferencas entre este conceito, o de “homologia’, e o conceito
de deformacao, subjacente a “homotopia’.

Para aplicacdo a analise complexa a uma variavel, faremos uma abordagem muito simplificada &
teoria da homologia, recorrendo essencialmente & no¢ao de indice de uma curva fechada em torno de

um ponto.

7.2. Indice de uma curva fechada em torno de um ponto

Recordemos que
1 dz 1
— =1,
270 Jo(zo,r) 2 — 20
sendo C'(zp,7) a circunferéncia centrada em zy de raio r > 0, percorrida uma vez no sentido directo.
Isto motiva a seguinte defini¢ao.

59
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DEFINIGAO 7.5. O indice de um caminho fechado « : [0, 1] — C em relacdo a um ponto zy ¢ {7} ¢é

o niimero complexo:
1 dz
I = — .
(7. 20) 2mi [Y z— 20

EXEMPLO 7.6. Se y(t) = e*™, t€[0,1] e 29 = 0, temos:
1 dz

I(4,0)= — [ £ =1.
(’Y? ) 27TZ - z
Mais geralmente, sendo y(t) = €™t ¢t € [0,1] com n € Z e 29 = 0, teremos:
1 (dz 1 ['2mine’™"dt
I(,0)= — [ & — = [ Zme b,
CO0=5n )T T )y e "

2) Se y(t) = e, t € [0,27] e 29 = 2, temos:

1 dz
1(v,2) = — =0
(7,2) 2772'[Y2—2 ,

pelo teorema de Cauchy para regides convexas.

Tal como sugerido nestes exemplos o indice de v em torno de zg serd, em geral, o que podemos
descrever geometricamente como o ‘ntmero de voltas que v da em torno de 2y no sentido positivo”.
Isto ficaré mais claro quando introduzirmos a nocao de grau, que pretende dar um significado preciso a
este “namero de voltas”, e quando provarmos que a noc¢ao de grau coincide com a de indice, no capitulo
3 (prop.3.29). Para ja provemos algumas propriedades simples do indice.

Uma curva fechada é um conjunto compacto de C, pois é a imagem de um intervalo compacto de
R por uma fungao continua. Assim, o complementar dessa curva C\ {7} é aberto e assim, as suas
componentas conexas Sao conexas por arcos.

PROPOSIGAO 7.7. Eziste uma e somente uma componente ilimitada de C\ {7} e é caracterizada
por ser a componente que contém os pontos do complementar de um disco que contém {v}.

DEMONSTRAGAO. Se z; estd numa componente ilimitada e a curva v esta contida no disco D(0, R),
entdo podemos encontrar um caminho 1 que nao intersecta v que une z; a um qualquer ponto w fora
de D(0, R). Assim, se zy estiver também numa componente ilimitada, podemos, compondo dois destes
caminhos, unir z1 a 2z, 0 que mostra que s6 ha uma componente conexa ilimitada de C\ {~}. U

PROPOSIGAO 7.8. Seja f(z) = I(v,z) onde y é uma curva fechada, e f: C\ {y} — C. Entao:
(1) f(2) é um nimero inteiro Vz € C\ {v}.

(2) f € HC\ {r})-

(3) f € constante em cada componente conexa de C\ {v}.

(4) f(2) =0 na componente ilimitada de C\ {~}.

DEMONSTRAGAO. (1) Considere-se a fungdo ¢(t) = exp <ft 7 () ds), de modo a que ¢(0) =1

0 ~v(s)—
ep(l) =ce A fungao g(t) = ,Yégt_)z é continua (pois z ¢ {y}) e a sua derivada é ¢'(t) =

@/(t)w((i?(;)z_);)vgl(t)@(t) = = 0 pois % = %log o(t) = 7?;)(?2 Assim ¢/(t) = 0 em todos os pontos

2mil (7y,2)

€ [a,b] tais que +/(t) existe. Como este conjunto de t's é denso temos que g é constante. Assim,

'yzpl()l—) = 7200()0_)2 e como (1) = v(0) concluimos que ¢(1) = ¢(0) que equivale a exp(2mil(7y,z)) = 1.
Assim I(v,z) € Z
(2) I(V’Z):;)%ZO) = ﬁz_lzo /, (wl_z - w—1z0> dw = 5= J, 7(w_z)%w_20)dw logo f'(z0) existe e ¢ igual

m tem uma primitiva (—w_120> em C\ {2z} e {7} € C\ {2} & uma curva fechada,

temos f'(z9) =0 Vzp € C\ {7}, pelo resultado 2) e pelo teorema fundamental do calculo.
(4) Se w € {7}, lim,_,o |w — 2| = 00, assim (fazendo o limite na componente ilimitada)

1 / dw 1
2mi LW —Z

< —
— 27

1 1
- < — .
— z‘ |dw| < 2770(7) max

wey |w — z|

(v, 2) =

<1
2
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para |w — z| suficientemente grande. Logo como o indice ¢ inteiro, I(7, z) = 0 se z est4 na componente
ilimitada. O

O teorema dos residuos diz-nos que, para calcularmos um integral ao longo de uma curva fechada e
simples, devemos tomar em conta as singularidades da funcao integranda na componente interior dessa
curva. A noc¢ao de componente interior é clara para curvas que sao a fronteira de regides convexas, mas
torna-se evidente a necessidade de uma definicao rigorosa deste conceito para curvas mais complicadas.
Dito de outra forma, dada uma regiao © em C, onde uma dada fungao f(z) é¢ holomorfa, interessa definir
rigorosamente, quando é que uma curva encerra uma ou mais sigularidades de f(z), que sdo pontos
no complementar de 2. De acordo com a proposi¢ao e os exemplos anteriores, uma curva -y “encerra’
um ponto w no complemento de 2 se e s6 se I(y,w) # 0. Assim, justifica-se o seguinte conceito que
serd bastante util para simplificar o enunciado e compreensao dos resultados que apresentaremos neste
capitulo.

DEFINIGAO 7.9. Dizemos que 7 é homologa a zero em €2, e escrevemos v ~ 0, se I(y,w) = 0 para
todo w ¢ Q.

De acordo com a argumentacdo acima, uma curva v é homoéloga a zero em {2 se nao “encerra
buracos”, i.e pontos que nao estao em 2. Podemos desde ja observar a seguinte relacao entre curvas que
se deformam a um ponto (homotopicamente triviais) e curvas que “encerram” uma regiao bidimensional
(homologicamente triviais).

PROPOSIGAO 7.10. Se v é uma curva fechada homotdpica a um ponto em 2, entdo v = 0 em
(isto € I(y,w) = 0 para todo w € C\ Q).
7.3. Teorema de Cauchy global
Comegamos pela parte mais facil.

PROPOSICAO 7.11. Seja Q2 uma regiao em C e v uma curva em . Se fv f(2) dz =0 para toda a
fungio f € H(Q) entao v ~q 0.

DEMONSTRAGAO. Fixemos 2 e 74 como indicado. Vamos supor que existe w € C\ Q tal que
I(v,w) # 0. Por definigao, isto significa que

/ dz 20
y 2w

Seja entdo f(z) = 4. Como w ¢ Q, vemos que f € H(S). Logo, existe f € H(Q) cujo integral ao

z—w’
longo de v nao se anula. O

O reciproco é também valido: o teorema de Cauchy global, que veremos mais adiante.
TEOREMA 7.12. Seja Q uma regido.

Comecemos por um facto intuitivo, mas cuja demonstracao rigorosa se revela bastante dificil, o
teorema da curva de Jordan.

DEFINIGAO 7.13. Uma curva de Jordan é uma curva correspondente a um caminho fechado + :
[a,b] — C que é simples, isto ¢, ndo tem auto intersecgoes excepto nos extremos. Mais precisamente,
~ verifica a condigao: se t; ou ty €]a,b] e y(t1) = y(t2), entao t; = ta.

Recordemos que {v} = {y(t) € C: t € [a,b]} designa a curva correspondente ao caminho

v : la,b] — C.

TEOREMA 7.14. (Teorema da curva de Jordan) Uma curva de Jordan divide o plano em duas
componentes conexas. Mais precisamente, sey € um caminho fechado e simples, entdo o complementar
da sua imagem C\ {v} é um aberto desconexo com exactamente duas componentes conexas, uma
limitada, chamada a componente interior e a outra ilimitada, chamada a componente exterior.

OBSERVAGAO 7.15. E facil demonstrar que C \ {7} é um aberto desconexo e que deve ter pelo
menos duas componentes conexas, sendo apenas uma delas ilimitada. O dificil é, portanto, mostrar
que ha apenas uma componente interior. Deixamos a demonstracao deste teorema para mais tarde.
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7.4. Homotopia e Homologia

Uma das propriedades fundamentais do integral de fungoes holomorfas é a invariancia por homo-
topia.

DEFINIGAO 7.16. Homotopia
EXEMPLO 7.17. ...

DEFINIGAO 7.18. Um conjunto é simplesmente conexo se contém a componente interior de qualquer
curva de Jordan.

Podemos agora mostrar a equivaléncia da nossa definicdo de conjunto simplesmente conexo com a
usual.

PROPOSICAO 7.19. Seja Q uma regido. Qualquer curva fechada é Q-homotdpica a um ponto v ~q 1
se e sd se ) contém a componente interior de qualquer curva de Jordan em 2.

DEMONSTRAGAO. Seja y de Jordan em €. Cobrir yUC(y) C © com nimero finito de rectangulos.
Este recticulado serve para fazer homotopia para um ponto. Se v nao é Jordan, faz-se 0 mesmo com
todas as componentes interiores de «. Para o reciproco, usamos a invaridncia por homotopia... O

7.5. O Teorema de Cauchy Global

Anteriormente, vimos a férmula integral de Cauchy:

1 f(2)
f(20) = o /C(ZM) Edz-

Podemos perguntar se esta formula ndo sera valida também para integrais ao longo de uma curva
~ que se possa deformar na circunferéncia unitaria. E sera que esta formula pode ser generalizada para
qualquer curva (que nao contenha zp)? A resposta é afirmativa e é dada pelo teorema seguinte:

TEOREMA 7.20. (Foérmula integral de Cauchy generalizada): Se f € H(Q) ey~ 0 em Q,
entao: 1)

z
I(v,z 20) = 7
(v, 20).f (20) = 5 e

DEMONSTRAGAO. Defina-se ¢ : 2 x Q@ — C através de
f(Z) f(w) 24w
o ={ e 1L

A fungao ¢ é analitica em z para cada w € € fixo. Seja H = {w € C\ {v} : I(y,w) = 0}. H é aberto,
porque as componentes conexas de C\ {7} sao abertas e H U Q = C. Defina-se também:

[, e(z,w)dw ze
9(2) = {f:wz s e H

g estid bem definida, porque na intersecao z € Q N H tem-se:

g(z) = fv (z,w)dw = fv o w fv = w —f(2)2mil (v, 2) _fv ]Zc(_wlzdw =
=, 1w = [ el

Assim ¢ é analitica em €2 e em H e portanto ¢ analitica em C! Como o ponto co € H (ver prop.
2.17) temos:

dz Vzo € Q\ {7}

lim g(z ‘—

zZ—00

fw) : [f)l 0
lim — Z—dw‘ < lim [ym|dw| =0

Z—00 —w 2Z—00

porque |z —w| > R, |f(w)| < M, e o comprimento de ~y ¢ fixo e finito.
Assim, g(z) é inteira e limitada, logo é constante pelo teorema de Liouville e pelo limite calculado
g(z) = 0. Portanto, para todo z € Q

9(2) = = f(2)2mil (7,2 /f =



7.6. PRINCIPIO DO ARGUMENTO 63

Esta formula integral de Cauchy permite demonstrar o chamado Teorema de Cauchy global.

TEOREMA 7.21. (Teorema de Cauchy global). Seja Q uma regiao em C e v uma curva fechada
em Q. Se f € HQ) ey~ 0, entdo
/ f(z)dz = 0.
gl

DEMONSTRAGAO. Seja zp € 2, ¢ F(z) = (2 — 29) f(2) entdo F € H(Q). Estamos nas hipoteses do
teorema anterior, logo:
1 F(z)

0= F(20)I(v,20) = o

iz = jCQf(z)dz.

~ 2= 20 211

Como corolario obtemos o teorema de Cauchy cléssico.

-

TEOREMA 7.22. (Teorema de Cauchy cldssico): Se Q) é uma regiago em C e f € H(Q2) ey €
uma linha fechada homotdpica a um ponto em €2, entdo

Lf@ﬂzz&

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar a Proposi¢ao 7.10 e o Teorema de Cauchy global, Teorema 7.21.
O

Podemos agora resumir as ideias mais relevantes desta seccao no seguinte enunciado.

TEOREMA 7.23. Seja Q C C uma regido fixa.

(1) Seja f € H(Q2). Entao f € primitivdvel se e sd se fv f(2) dz = 0 para qualquer curva fechada
v C Q.

(2) Seja v C Q curva fechada. Entao v =~q 0 se e sd se f,y f(2) dz = 0 para qualquer fun¢ao
fe HQ).

Vamos agora considerar o caso, muito util na pratica, de integrais de uma funcdo holomorfa em
todos os pontos de uma regiao €2, com excep¢ao de um nimero finito de pontos onde ela tem singula-
ridades isoladas.

TEOREMA 7.24. Seja 2 uma regigo em C e vy uma curva fechada homdéloga a zero em . Seja f(z)
uma fung¢ao holomorfa em Q* := Q\ {z1,...,2,} e C1,...,C, C Q pequenas circunferéncias disjuntas
orientadas no sentido directo centradas em cada um dos pontos zi, ..., z, (respectivamente). Entao

(7.5.1) /f(z)dz:ZI(’y,zk)/C f(z)dz.
v k=1 k

Este teorema diz-nos que, para todos as fungoes holomorfas em 2*, podemos substituir integragao
a0 longo de um caminho arbitrario pela integracao ao longo de pequenas circunferéncias. Assim, este
resultado é extremamente tutil para reduzir problemas com curvas complexas a célculos simples.

PROPOSIGAO 7.25. Seja 2 uma regiago em C, zg € Q, ey um caminho em Q\{zo}. Entao, I (v, z0) =
0 se e sd sey € homotopicamente trivial em Q\{zo}.

7.6. Principio do argumento

Estamos agora interessados nos integrais de f'(z)/f(z) onde f é uma fun¢ao meromorfa. Estes
integrais tém uma importante relacao com o indice, a que se d4 o nome de principio do argumento.

Para uma fungao meromorfa f(z), designamos por Z, respectivamente, por P, o conjunto dos
zeros, respectivamente, poélos de f.

TEOREMA 7.26. Seja f(z) meromorfa em Q. Entao g(z) := f'(2)/f(z) também é meromorfa em
Q. Além disso, todos os polos de g sao simples, e

Res(g, z0) = ordy, (f),
para qualquer zg € Zy U Py.

DEMONSTRACAO. Usa-se a série de Laurent. O
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TEOREMA 7.27. [Principio do argumento/ Sendo f € M() e v curva fechada em Q que nao
intersecta Zy U Py, temos:

I(fo*y,O):ﬁygj;((j))dz: Z I(v, z)ords, (f).

2k €L fUPy

DEMONSTRAGAO. A primeira igualdade vem da férmula de mudanca de variavel. A segunda segue
do teorema dos residuos, aplicado a g = f'/f. O

7.7. Teorema de Rouché

Podemos agora provar um resultado cléssico de andlise complexa, o teorema de Rouché, que se
pode considerar como um resultado puramente topolégico.

TEOREMA 7.28. (Teorema de Rouché, versao forte) Seja Q2 um conjunto aberto em C,~ um caminho
fechado em Q) e f,g duas fungoes continuas em 7 ([0, 1]) tais que

F @) —g(y @O <IfF (v @) +1g (v (@) Ve €[0,1].

Entao fovy e go~y sao dois caminhos em C* com o mesmo grau em torno de 0.

DEMONSTRAGAO. A desigualdade acima implica que nem f nem g se podem anular em ([0, 1]).

Além disso, a funcdo A(t) = f(y(t)) /g (v (t)) toma valores em C\] — 00,0]. Isto porque A = 0 ¢é
impossivel, e se A < 0 entao a desigualdade do enunciado implica 1 + |[A\] < 1+ |\|. Seja H (t,s) =
(1 —38)+ s A(t). Isto ¢ homotopia entre o caminho constante em 1, e o caminho \. Assim H' (¢,s) =
H (t,s) g (v (t)) ¢ uma homotopia entre f oy e go~. O teorema segue da proposigao 3.25. O

COROLARIO 7.29. [Teorema de Rouché, versao cldssica] Seja Q@ C C regido e vy uma curva fechada
em . Se f,g sao meromorfas em §, nao possuem zeros nem pélos em {v} e

1f(2) =g <[f(2)], Vze{r}
entio I(f o~,0)=1(go~,0).

Usando agora o principio do argumento, temos entao o seguinte resultado mais explicito sobre zeros
e polos.

COROLARIO 7.30. [Teorema de Rouché para curvas de Jordan| Seja Q@ C C regiago e v uma curva
de Jordan em ). Se f,g sao meromorfas em ), nao possuem zeros nem pélos em {v} e

[f(2) —g(2)| < |f(2), Vze{r},

entdo, na componente interior de vy temos:
NZ; - NP; = NZ;, — NP,
onde NZ e NP foi definido em ...

Um conjunto simplesmente conexo é um conjunto cujo grupo fundamental é trivial. Um resultado
que agora podemos mostrar é que o logaritmo tem uma determinacao tinica numa regiao simplesmente
conexa.

PROPOSICAO 7.31. Se Q € uma regiago simplesmente conexa em C, f : Q@ — C* € continua,
20 € Qywy € C tais que e“° = f(zp),entao existe uma unica fung¢io continua g : Q@ — C tal que

g(20) =wp e e9?) = f(2) <= g(2) =log f (2).

7.8. Problemas

/
7.1 Seja f € H(Q) satisfazendo |f(z) — 1| < 1 para todo z € Q. Prove que / (2) dz = 0, para

toda a curva fechada vy em 2 (ndo necessariamente homologa a zero).
7.2 Seja f(z) = (z — 29)™h(z) onde h(z) é uma funcao holomorfa que nao se anula numa regiao
Q, e v um caminho homologo a zero em €, tal que zy ¢ {v}. Mostre que
1 [ f(z)
2mi J., f(2)

dz = mlI(v,z2p).
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7.3 Seja v uma curva de Jordan em 2 onde f é meromorfa e seja g € H(S2). Se {z1,...,2,} € 0
conjunto de zeros e polos de f na componente interior de {7}, deduza a féormula:

1P
2mi ), f(2)

7.4 Seja ) uma regiao em C e D um disco aberto cujo fecho esta contido em Q. Seja f € H(Q)
nao constante tal que |f| é constante em 9D. Mostre que f tem pelo menos um zero em D.
(Sugestao: considere g(z) = f(z) — f(20) com zy € D).

g(z)dz = Zg(zk) ord,, f.
k=1

7.5 Seja pn(z) = > 4o %7 € R > 0 um namero real fixo. Prove que existe m tal que p, ndo tem
zeros no disco de raio R para todo n > m.

7.6 Seja v uma curva de Jordan em Q, e f € H(2), com n zeros (contando multiplicidades) na
componente interior de v (e f # 0 on {v}). Prove que para qualquer g € H(f) existe € > 0

tal que f + £g também tem n zeros (contando multiplicidades) na componente interior de 7.

1 . .
ntl _ e3%71 para n > 1 inteiro. Mostre que f tem

n + 1 zeros (contando multiplicidades) no anel {z € C: 1 < |z[ < 1} (observe que e 1> b

: 1
e calcule o indice do caminho dado por 7(t) = ! e(;zf ), t € [0,27], em torno da origem.

7.7 Considere a funcao inteira f(z) = z







CAPITULO 8

Convergéncia e Representacao de Fungoes Inteiras

Neste capitulo, vamos considerar mais uma generalizacao dos polinémios, e descrever uma classe de
funcoes inteiras que admite um conjunto infinito de zeros mas com crescimento controlado no infinito.

Por exemplo, a fun¢do f(z) = sinz, que ¢ inteira, tem zeros apenas nos pontos km, k € Z, ¢
gostarfamos de saber se admite uma factorizagao por “primos” da forma (z — k7). Para responder a
esta questao, temos primeiro que definir e estudar convergéncia de produtos infinitos. Veremos entao
que, por exemplo, nao fagam sentido os seguintes produtos

H(z—mr) ou z - H(z2 — n?r?),

nez neN

porque encontramos dificuldades com a respectiva convergéncia. Podemos, por outro lado, mostrar
que é valido o seguinte desenvolvimento:

Esta férmula, escrita pela primeira vez por Euler, para além da sua elegincia, permitiu-lhe resolver
2

8.1. Convergéncia em H(f2)

Recordemos a definicao de convergéncia uniforme para fungoes continuas. Vamos usar a norma do
mdximo em conjuntos compactos. Sendo K C C um compacto, definimos:

1115 = mae | £(2)]

DEFINIGAO 8.1. Seja f,(z) uma sucessao de fungdes continuas definidas no conjunto compacto K.
Diz-se que {f,} converge uniformemente se existe uma funcao f : Q — C que verifica o seguinte: para
todo € > 0 existe N tal que ||f, — f||x < € para todo n > N. Neste caso, dizemos que o limite
uniforme de f,, é f, e escrevemos f = lim,, f,.

Sabemos, pelo teorema da convergéncia uniforme (apéndice), que o limite uniforme de uma sucessao
de fungoes continuas num conjunto compacto K é uma funcao continua em K. Quando as funcoes
estdo definidas em regioes abertas €2, a convergéncia é definida para todos os subconjuntos compactos

K cQ.

DEFINIGAO 8.2. Seja 2 uma regido em C e {f,}, n € N, uma sucessao de fungdes continuas em .
Dizemos que {f,} converge uniformemente em compactos de €2, se para todo subconjunto compacto
K C Q, a convergéncia de {f,} em K ¢ uniforme.

Desta forma, o limite uniforme (em compactos) de uma sucessao de fungées continuas numa regiao
de C é uma func¢ao continua nessa regiao.

EXEMPLO 8.3. Seja fp(x) = 2™ uma sucessao de fungoes definidas no intervalo [0,1]. O limite
desta sucessdao nao é continuo, e de facto a convergéncia nao é uniforme em [0,1]. No entanto, a
restri¢ao de f, a qualquer subconjunto compacto de |0, 1[ tem um limite uniforme (a fungao nula nesse
compacto). A situagao é semelhante, se considerarmos a sucessao de fungoes f,(z) = 2" definidas em
D, ou seja: embora a convergéncia ndo seja uniforme no disco fechado D, existe limite uniforme (e
portanto continuo) - a fungdo nula - para qualquer compacto K C D.

Quando temos uma sucessao de fungoes em €2 que, além de continuas sao holomorfas, o limite
uniforme serd também ele holomorfo.

67
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TEOREMA 8.4. Se {f,} € uma sucessao em H () que converge uniformemente em conpactos e seja
f:=1lim, f,. Entdao f € holomorfa em Q. Além disso, para cada k > 1, f,(Lk) converge uniformemente
k)
para f(

DEMONSTRAGAO. Vamos ver que a existéncia de primitivas locais de cada f,, implica o mesmo
para o limite f, e usar o Teorema de Morera. O caso das derivadas de f(z) deixa-se para o leitor.

Para qualquer fronteira v de um tridngulo 7" C €2, a convergéncia uniforme permite a troca do
integral com o limite e obtemos:

ygf(z) dz = éliyfn(z) dz = ligqyéfn(z) ds — 0.

Assim, estamos nas condiges do teorema de Morera (Corolario 6.36), pelo que f € H(Q). O

COROLARIO 8.5. Seja {fn} uma sucessao de fungoes holomorfas em ), de forma que a série
>0 1 fu(2) tem um limite uniforme f(z). Entao, para todo o z € Q, e todo o k € N:

)= 3£
n=1

2. A funcgao basica de Eisenstein
Vamos agora mostrar que é valida a seguinte representagao:
PROPOSIGAO 8.6. A sequinte série
1 2z
— _|_ -,
z RE_: 22 —n?

converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto de C\Z, definindo uma fung¢iao meromorfa
em C com pdlos simples nos pontos de Z: e com residuos de valor 1.

DEMONSTRAGAO. Exercicio. d

TEOREMA 8.7. Para todo z € C\ Z temos:

7Tcot 7TZ :——I-Z SR
z

DEMONSTRACAO. ... O

8.3. Convergéncia de produtos infinitos de ntimeros complexos e de fungoes
Vamos agora definir convergéncia para um produto de ntimeros complexos néao nulos.

DEFINIGAO 8.8. Seja {z,} uma sucessao de niimeros complexos nao nulos. Dizemos que [, cx 2n
converge absolutamente se limz, = 1 e se a série ) _ylogz, converge absolutamente. Neste caso

definimos
T] 2n = eSnentomsn,
nez

OBSERVAGAO 8.9. (1) Pela condigao lim z,, = 1, a sucessao ficara arbitrariamente proxima do valor
limite, pelo que existe N € N tal que |z, — 1| < 1 para todo o n > N. Assim, o logaritmo principal
log z,, = log |z,| +1iarg z, estd bem definido para n > N, e podemos atribuir-lhe uma parte imaginéaria
arg z, €] — 5, 5[.

(2) Se um produto de niimeros complexos [ [,,c zn converge absolutamente, entao qualquer reordenacao
de termos levara ao mesmo resultado. Isto segue do resultado anélogo para séries absolutamente
convergentes.

Para estimar a convergéncia de séries de logaritmos, consideremos o desenvolvimento usual, obtido

primitivando a série geométrica:

(8.3.1) log(1 — i

k=1

w|g

,Jw] < 1.
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Para |w| suficientemente pequeno temos |log(l — w)| < C|w| para certa constante real C. De facto,
por exemplo, para |w| < % temos:

- ,
(832 H%G—MF=Z;?=4MP+5+GA—‘S
<ywy<1+|w|+%+ )g
2 3
833) < ful( o+ = L2 < o

(a tltima desigualdade segue do facto de que 2= < 2z para 0 <z < %)

LEMA 8.10. Se {z,} € uma sucessao de niimeros complexos nao nulos e Y, (1 — z,) converge
absolutamente, entao [], cn 2zn converge absolutamente.

DEMONSTRAGAO. Como vimos na Observacao 8.9, para n suficientemente grande |1 — z,| < %,
pelo que é |log z,| < 2|1 — z,|, de acordo com a estimativa acima (pondo w = 1 — z,). Assim, a
convergéncia absoluta de ) (1 — z,) implica a de ], .y log z,. A convergéncia de [, o 2n segue-se
por definicao. O

PROPOSIGAO 8.11. Seja {fn} uma sucessio de fungéoes holomorfas numa regiao Q tal que
D (1= fal2)
neN
converge uniformemente e absolutamente em compactos K C €. Entdo o produto [],cn fn converge

uniformemente e absolutamente em compactos de Q e define uma fun¢ao holomorfa F(z) em €.

DEMONSTRAGAO. Cobrindo K com um conjunto finito de discos fechados de raio suficientemente
pequeno, tirando partido da compacidade de K, podemos assumir que K é um disco fechado. Escre-
vemos

N-1 o)
@ =11 & 11 ),
n=1 n=N

com N escolhido de modo a que Y 5 |1 — f,(2)| < 1 para todo o z € K. Entao a série Yy |log fn(2)|
converge uniformemente em K, pois as determinagoes do logaritmo estao bem definidas. Logo Y% log f,(2)

converge absolutamente e uniformemente, o que define F'(z) = <HnN:_11 n(z)) e 108 n(2) como fungao
holomorfa. O

O seguinte resultado é uma consequéncia.

COROLARIO 8.12. Seja K C Q um conjunto compacto. Sempre que {f,} sejam holomorfas e
nao tenham zeros em K, e Y (1 — fn(2)) converge uniformemente e absolutamente em K, entdo
F(2) = [l,en fn(2) € holomorfa, e podemos escrever, para z € K

Fl(z) < fa?)
F(2) a 7% n(2)

DEMONSTRAGAO. A ideia é derivar a formula log F'(z) = >, cylog fu(2), tendo em atencao a
convergéncia. Os detalhes deixam-se como exercicio. ([l

8.4. O teorema de Weierstrass para funcgoes inteiras

Os resultados anteriores sao validos para regioes arbitrarias. Quando a regiao é 2 = C a informagao
sobre a localizacao dos zeros de uma dada funcao inteira f e do seu crescimento no infinito pode ser
suficiente para determinar um desenvolvimento de f(z) num produto infinito, como veremos.

Consideremos uma fungao inteira f € H(C). O principio dos zeros isolados impde que os zeros de
f(2) sdo no maximo numeraveis. Mais precisamente temos.
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PROPOSIGAO 8.13. Seja f € H(C) e seja Zy = f~1(0) o seu conjunto de zeros. Entio, ou Zy é um
conjunto finito, ou #Z; = #7Z. Além disso podemos ordenar os elementos de Z; de modo a escrever
Zf = {217227 o }7

com |z1| < |z2| < -+ Em particular, quando Z; nao € finito, temos lim,, o |2,| = 00.

DEMONSTRAGAO. O resultado decorre do facto de que cada compacto D(0, R), com R > 0 arbi-

trariamente grande, tem um numero finito de zeros. O
Seja f(z) uma fungao inteira com zeros nos pontos z1, z2, - - - . De acordo com a Proposigao vamos,
sem mais comentarios, ordenar os seus zeros nao nulos de modo a ter |z1| < |z9| < .... Tentemos entao

uma representacao da forma:

ad z

f =11 <1_2_>'
n=1 n

Este produto nao converge necessariamente, por isso necessitamos de um factor de convergéncia.

DEFINIGAO 8.14. O factor elementar de grau n € N (de Weierstrass) ¢ a funcao inteira definida por

n—1

En(2) = (1 — 2)e* T2t +5T,

(e B1(z) =1—2).
LEMA 8.15. Um factor elementare anula-se apenas no ponto zg = 1. Além disso:
ordi B, = 1,
para todo o n. Por outras palavras as fungées E, sdo inteiras com apenas um zero simples em zg = 1.
DEMONSTRAGAO. Elementar. d
LEMA 8.16. Se |z| < L entdo |log E,(2)| < 2[2|".

DEMONSTRAGAO. Basta imitar a estimativa (8.3.2) usando o desenvolvimento 8.3.1:

n—1 Sk e Sk
log E zlog(l—z)—i-z?:—zz,
k=1 k=n
pelo que |log E,(2)| < \z]"l%k' < 2|z|™, como pretendido. O

LEMA 8.17. Sendo {z,} um subconjunto numerdvel de C, ordenado de forma a que |z1] < |z2| < -+,
Pn
existe uma sucessio {p,} de nimeros naturais tais que Y, - <ﬁ> converge para todo r > 0. Em
particular, podemos colocar p, = n para satisfazer esta condi¢do.

DEMONSTRAGAO. Colocando p,, = n ficamos com

o r n o 1
Z <W> < soma finita + Z g

n=0 n=N
uma vez que, para certo N suficientemente grande, |z,| > 2R para todo n > N. O

Vejamos agora a convergéncia dos produtos de factores elementares. Estes produtos sdo chamados
produtos candnicos.

TEOREMA 8.18. Seja Z = {z,} um conjunto numerdvel de C, cujos elementos estao ordenados
por 21| < |z2| < -+, e seja {pn} uma sucessio de inteiros nas condigoes do lema (Y, (7/|2n])""
converge para todo r > 0). Entdo o produto infinito

o0
117 (3)
n=1 “n
converge uniformemente em qualquer disco |z| < R e define uma fungao inteira F(z) com zeros simples
apenas nos pontos de Z (nao havendo outros zeros).
O resultado é também vdlido num sentido mais forte: se Y, o (r/]zn|)'™ converge para todo r > 0,

mesmo considerando que hd z,’s repetidos na soma, o produto acima converge, e a ordem de F(z) em
cada z, €, entao, igual ao numero de vezes que z, aparece no produto.
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DEMONSTRAGAO. Fixamos R > 0. Seja N tal que 2R < |zy4+1|- Entdo, para |[z| < Ren > N
temos |z/z,| < 1/2. Estamos assim nas condi¢oes do Lema 8.16, pelo que

an

Zn

<2

z
log Ep, (z_)

n

Como a série dos termos da direita converge uniformemente, a dos termos da esquerda também, o que
mostra a convergéncia do produto canénico. ([l

EXEMPLO 8.19. [A factorizacao do seno|. Consideremos a funcao inteira:

f(2) = sin(mz),
cuja derivada logaritmica é a fungdo meromorfa f'(z)/f(z) = wcot wz. A fungao f(z) tem zeros apenas
nos pontos inteiros de R: Zy = Z. Vamos ordena-los de acordo com a sua norma:

Zf:{0717_1727_27'”}:{207217227"'}-

Fazendo p,, = 2, para todo n € N, temos Y 7, (r/|zn])? < o0, para qualger 7 > 0, pelo que o produto

canodnico:
g(z) ==z - HEQ(Zi):Z.H (1_%) o2k <1+%)6_Z/k:zl_[ <1_Z_Z>
n=1 " k=1 k=1

converge para todo o z € C definindo uma fungao inteira, e tem os mesmos zeros de f(z) = sin7z com
as mesmas multiplicidades. Assim, o quociente f/g é uma fungao inteira sem zeros. Assim, podemos

escrever: M_ " e
= oufe) = gte),

onde h(z) é inteira, uma vez que C é simplesmente conexo. Derivando esta férmula, obtemos:

f/(z) _ g/(z) — h/(z)‘

f(z)  9(2)

Por outro lado, fazendo uso do Corolério 8.12, temos:

Jgd(z) 1 -2z/k* 1 2z ~ fl(=)
W) " T e o T =

de acordo com o Teorema de Eisenstein. Assim, h'(z) = 0, pelo que h é uma constante, que se pode
determinar fazendo um limite. Obtemos, finalmente:

£(2) = sinmz = mg(z) = zi[l (1 - Z_Z> .

Na proxima seccdo vamos ver que o mesmo tipo de representacao pode ser obtido medindo o
“crescimento” maximo da fung¢éo ‘“no infinito”.

O Teorema 8.18 permite-nos garantir a existéncia de uma funcao inteira com zeros em pontos
predeterminados, e com ordens prefixadas nesses pontos. Se Z = {z,} é um subconjunto de C para
que ele seja o conjunto de zeros de uma funcao inteira é necessario que seja um subconjunto discreto
de C. Assim, sabemos que é numeravel. Vamos tentar encontrar uma fungao inteira f € H(2) apenas
com zeros em Z e de tal forma que, para cada z; € Z a ordem de f em z; seja um natural m(k). Por
exemplo, se quisermos uma fungao f(z) com zeros duplos em todos os pontos inteiros, podemos definir
estes dados através do conjunto Z = Z e da fungao m : Z — N dada por m(z) = 2 para todo o z € Z.

TEOREMA 8.20. (Weierstrass). Seja Z = {z,} um conjunto discreto e seja pu: Z — N uma fungao
com valores inteiros positivos. Entdo existe uma funcao inteira f € H(Q) tal que ord,, f = p(zk), e
com ord, f =0 sempre que z ¢ Z.

DEMONSTRAGAO. Usar os factores elementares Epn(i), com a sequéncia {p,} dada pelo Lema
8.17 (por exexmplo p, = n), elevanto cada factor a poténcia u(k). Se um dos elementos de Z é a
origem zg = 0 € Z, basta multiplicar tudo por Zh(z0) A convergéncia do produto assim obtido é
garantida pelo Teorema 8.18. ([l

PROPOSICAO 8.21. Qualquer fun¢do meromorfa em C € o quociente de fungdes inteiras.
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DEMONSTRAGAO. Seja f € M(2), com conjunto de zeros e polos dados por Z;y e Py. Basta
considerar a funcao u_ : Py — N dada pelo simétrico das ordens. Pelo teorema anterior, construimos
uma fungao inteira g com as ordens dadas por p_ e definimos a fungao inteira:

F(z) = f(2)9(z) € H(C).
Assim, f = F/g como pretendido. O

8.5. O teorema de Hadamard

O teorema de Weierstrass permite mostrar a convergéncia de certos produtos candnicos, mas nao
nos da informacao sobre qual é o produto canénico que representa uma dada fungéo. Nesta seccao
veremos um resultado muito mais pormenorizado, que establece uma representagao em termos de
produto infinito para uma grande classe de fungdes: as fung¢bes que nao crescem no infinito mais que
a exponencial de um polinémio.

DEFINIGAO 8.22. A ordem (de crescimento polinomial) de uma func¢ao f € H(C) é o ntumero

R S AL

A gk € [0Fe)

onde ||f||r == ||f||m = max|,|—g |f(2)|. Quando p(f) < +oo diz-se que f tem ordem finita.

PROPOSIGAO 8.23. (i) p(f) =0 se f é polinomio.

(i) p(cos z) = p(e*) =1
(ii) p(Ex(2)) = k — 1, sendo Ey o factor elementar de grau k.

(ii1) p(f £ g) < max{p(f),p(g)}
() p(fg) < max{p(f),p(g)}

DEMONSTRACAO. ... O

TEOREMA 8.24. (Teorema da factorizacao de Hadamard). Seja f uma fungao inteira de ordem
finita p, e seja f71(0) \ {0} = {z1,22,---} o conjunto dos seus zeros (com a excepgio de z = 0)
repetidos de acordo com as suas multiplicidades e ordenados de acordo com

0< |Z1| < |Z2| < --e
Entao podemos escrever
o0
2) = ordof eh(z) E z ,
1) I1B:(5)

n=1 n

onde k € o menor inteiro > p e h(z) é um polinomio de grau < p.

Note-se que, uma vez assegurado que o produto converge absolutamente, podemos escrever, de
forma algo mais intrinseca:

z ordy f
f(2) =zl O T (BS))
weZ;
onde Z7 = Zy \ {0}, onde h(z) e k sdo como no enunciado acima.

DEMONSTRACAO. ... O

8.6. Problemas

8.1 Prove que a fungéo theta de Riemann, definida por

.o )
0(2’7_) — § :eﬂ'ZTTL +2minz
neL

é uma fungdo inteira (da variavel z € C), para qualquer T €e H= {2z € C: 3z > 0}.
8.2 Mostre que

N L >

nzz_:ooz—l—n Tz +n§::1z2—n2’

define uma fungdo meromorfa em C com pdlos simples nos pontos n € Z, e sem outras
singularidades.
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Suponha que f(z) = > o2 fn(z) onde a convergéncia ¢ uniforme em compactos numa regiao

Q. Mostre que, para todoo k € N, f(*)(2) = >y f,gk)(z), com o mesmo tipo de convergéncia.
Seja { fn} ey tma sucessao de fungdes holomorfas numa regiao €2 que converge, uniformemente
em subconjuntos compactos K C () para uma fung¢ao nao constante f. Prove que, se cada f,
é injectiva, entao o limite f é também injectivo.

Dadas duas funcgGes inteiras f, g, mostre que:

(i) p(fg) < max{p(f),p(9)}

(i) p(f £ g) < max{p(f), p(9)} ,
Considere a fungdo f(z) = e**+e~22+2. Verifique que f tem zeros nos pontos 2z, = F(2n+1),
e calcule a sua ordem. Determine a factorizacao de Hadamard de f.

Seja f uma funcao inteira de ordem 1 cujos zeros sao simples e estao localizados nos inteiros
impares. Supondo que f é par, e que lim,_,¢ f(z) = 1, determine a factoriza¢do de Hadamard
de f. Relacionando f com uma funcao conhecida mostre que

- 4 1
(- o) -5
n=2

Seja f uma fungao inteira e n um inteiro positivo. Prove que existe uma funcao inteira g tal
que ¢g" = f se e s0 se as ordens dos zeros de f sdo divisiveis por n.

Seja g uma fungao meromorfa em C com poélos de ordem < 1 e residuos inteiros. Mostre que
existe f € M(C) tal que g = f'/f.

Mostre que M (C), o corpo das fung¢des meromorfas em C, é o corpo das frac¢oes do dominio

de integridade H(C).






CAPiTULO 9
Funcoes Elipticas

Neste capitulo vamos estudar uma classe de fungoes que generaliza as func¢oes trigonométricas e que
tem imensas aplicagbes tanto em outras areas da matemética, nomeadamente em teoria dos nimeros,
geometria, etc, bem como em matemética aplicada a sistemas dindmicos e mecénica analitica. Estas
fungoes, chamadas fungoes elipticas, sdo duplamente periodicas, isto é periddicas em relagdo a dois
periodos nao colineares no plano complexo.

9.1. Recticulados e Fungoes invariantes
DEFINIGAO 9.1. Um recticulado A em C é um subgrupo discreto do grupo abeliano (C, +).

EXEMPLO 9.2. (0) {0} é o recticulado trivial
(1) Z é um recticulado em R C C
(2) Z&iZ = {m +ni : m,n € Z} é o recticulado dos chamados inteiros de Gauss.

Como subgrupo abeliano, qualquer recticulado é um modulo sobre Z. Isto significa que qualquer
elemento A € A se pode escrever como A = > ¢v; com ¢; € Z, v; € C. Os elementos v; sdo chamados
geradores de A. Do facto de que A é discreto resulta que qualquer recticulado em C pode ser gerado
por um nimero finito n de geradores. De facto, pode-se mesmo provar que basta ter n < 2. Se A é
gerado por vy, ..., v, € C* escrevemos frequentemente, A = Zvi @ Zvs @ ... @ Zv,, ou, abreviadamente,
A= <U17 U2y .-ty Un>‘

PROPOSIGAO 9.3. Sejam vi,ve € C nao nulos e 7 = vy /vy. Entdo, T é um nimero complexo nao
real se e s6 se v1 e vy sdo linearmente independentes como elementos de R?. Se T € C \ R entao
<U1,’U2> = {mlvl + movg 1 M1, Mo € Z}

é um recticulado em C. Por outro lado, se T € real, entao o conjunto definido acima é um recticulado
se e s6 se T € racional. Finalmente, qualquer recticulado em C pode ser gerado por n geradores, com
n < 2.

A primeira frase é imediata. A demonstracao destes factos sobre recticulados pode ser encontrada
no livro do Ahlfors, capitulo 7. Isto motiva a seguinte definigao.

DEFINICAO 9.4. A dimensao de um recticulado é o nimero geradores que sdo linearmente inde-
pendente sobre R. Um recticulado maximal em C é um recticulado de dimenséo 2.

Assim, qualquer recticulado maximal em C se pode escrever na forma:
A = (v1,v2) = {mv1 +mavg : mymg € Z},
com v1,v9 € C* linearmente independentes sobre R, isto é, 7 = vy /vs ¢ R.

DEFINIGAO 9.5. Seja A um recticulado em C. Dois nimeros complexos z1, 20 € C dizem-se con-
gruentes modulo A se z; — z9 € A. Um poligono fundamental P do recticulado maximal A = (vy,v3)
é um conjunto da forma

on = {Zo +t1v1 +tovg t ty tg € [O, 1[},
para certo zg € C.

E imediato verificar que a relagdo de congruéncia (moédulo A) é uma relacio de equivaléncia. E

igualmente claro que, fixando um poligono findamental P, para A, para todo w € C, existe um tnico

z em P, que é congruente a w moédulo A. Desta forma, podemos dizer que P,, parametriza as classes
de congruéncia modulo A.

DEFINIGAO 9.6. Uma funcao f : C — C é dita invariante em relagdo ao recticulado A, se f (z1) =
f (22), sempre que z; — 29 € A, isto é se z1 e z3 sdo congruentes modulo A.

75
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EXEMPLO 9.7. (1) Como exemplos de fungdes invariantes em relacao a recticulados unidimensionais
temos as fungoes trigonométricas. Por exemplo, senz e cosz sdo invariantes em relacdo a A = 2nZ.
Outro exemplo é a fungdo exponencial, que é invariante em relagao a 2miZ.

(2) As fungoes anteriores sao inteiras. Também temos exemplos conhecidos de fungdes meroformas
em C e invariantes em relacao a recticulados. Por exemplo a funcéo tangente tan z = 23;2 é meromorfa
e invariante relativamente a 7Z.

A seguinte proposicao é imediata e deixada ao leitor:

PRrROPOSIGAO 9.8. Se A é um recticulado maximal gerado por vi,ve, uma fungio f : C — C €
invariante em relagio a A se e sé se f(z) = f(z 4+ v1) = f(z + va), para todo o z € C.

9.2. Funcgoes elipticas

DEFINIGAO 9.9. Uma funcdo eliptica é uma funcao f : C — C meromorfa invariante em relacdo a
um recticulado maximal (de dimenséao 2).

Como vimos acima, um poligono fundamental para A parametriza as classes de congruéncia mo-
dulo A, e portanto uma funcéo eliptica é determinada pelos valores que assume num tnico poligono
fundamental. Podemos entao provar o seguinte.

9.2.1. Os teoremas de Liouville.
TEOREMA 9.10. (1?2 teorema de Liouville) Qualquer fungao eliptica holomorfa é constante.

DEMONSTRAGAO. Se f : C — C é eliptica relativamente a A e holomorfa, entdo é continua em C
e portanto limitada num poligono fundamental P,, e no seu fecho. De facto, tanto ff como S f sao
fungoes continuas que atingem méaximos e minimos em P, . Isto implica que f ¢ limitada em todo
o C, uma vez que a sua invarincia relativamente a A impoe f(C) = f(P,,). Logo, pelo teorema de
Liouville, f é constante. O

Este resultado mostra que, para obtermos fungoes analiticas (em alguma regiao) que sejam dupla-
mente periddicas e minimamente interessantes, nao nos podemos restringir as fungées holomorfas. Por
outro lado, ndo é nada Obvio, & partida, que existam fungoOes elipticas nao constantes. Na proxima
sec¢ao vamos construir explicitamente um exemplo, a chamada funcao p de Weierstrass, de uma funcao
eliptica nao trivial, para qualquer recticulado maximal.

Por agora, vamos assumir que as fungdes elipticas ndo constantes (e portanto meromorfas em C)
existem, e vejamos que propriedades podem ter. Em primeiro lugar, néo é dificil provar que o conjunto
das funcgoes elipticas invariantes em relacao a um recticulado maximal fixo A, formam um corpo. Vamos
designar este corpo por F(A) e chamar aos seus elementos fungoes elipticas relativas a A.

TEOREMA 9.11. Para toda a fungao eliptica f € E(A) existe um poligono fundamental P para A,
tal que f ndo tem zeros nem polos na sua fronteira OP.

Naturalmente, o mesmo resultado é valido se substituirmos a expressao “zeros nem podlos” por
apenas ‘“poblos”.
Fixemos, de agora em diante, um recticulado maximal A.

TEOREMA 9.12. (22 teorema de Liouville) Seja f uma fungao eliptica relativa a A, e seja P = Py,
um poligono fundamental tal que f nao tem pélos na sua fronteira OP. Entdo a soma dos residuos de
f mo interior de P € zero.

DEMONSTRAGAO. Como P é compacto, s6 existe um niimero finito de polos z; no interior de P.
Assim, pelo teorema dos residuos, temos

kZZIReS(f,zk) = ﬁ/é)Pf(z)dz:O,

onde se usou o facto de que os valores de f na fronteira de P, sdo os mesmos em lados opostos de
OP. O
Como primeira consequéncia, temos.

COROLARIO 9.13. Uma fungao eliptica nao constante tem pelo menos 2 polos (contados de acordo
com as suas multiplicidades) num poligono fundamental.
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DEMONSTRAGAO. Se f € E(A) tem apenas um pélo simples zp num poligono fundamental, entao
Res,, f # 0, contrariando o teorema. O

TEOREMA 9.14. Seja novamente f € E(A), e P = P,, um poligono fundamental tal que f nao
tem zeros mem pdlos na sua fronteira OP. Entdo, o numero de zeros de f no interior de P € igual ao
numero de polos de f no interior de P, contados de acordo com as respectivas multiplicidades.

DEMONSTRAGAO. Comegamos por notar que, se f ¢é eliptica relativamente a A, ' e f’/f também
0 sdo. Assim, ﬁ f 9P %dz = 0 pelo teorema anterior, onde P é um poligono fundamental cuja

fronteira nao tem zeros nem polos de f (pelo que nao tem polos de f'/f). O resultado é entdo uma
consequéncia directa do principio do argumento. O

A seguinte propriedade é agora facil de concluir.

COROLARIO 9.15. Uma funcgdo eliptica nao constante f toma qualquer valor complexo, isto € a
imagem de f € C.

DEMONSTRAGAO. Sejam dados f € E(A) nao constante e w € C. Definimos g(z) = f(z) — w que
¢ meromorfa e tem os mesmos polos (com mesmas multiplicidades) que f. Como g tem pelo menos
dois poélos em P, g tem pelo menos dois zeros (contados com multiplicidades). Logo, existe um zero
de g, que é um ponto z € C tal que f(z) = w. O

TEOREMA 9.16. (82 teorema de Liowville) Se zi,wy sao os zeros e polos de f e as multiplicidades
sao my = ord,, f e ny = —ordy, f, respectivamente, entao:

kazk = anwk (modA)

DEMONSTRAGAO. Temos fapzfl((zz)) dz = 2mi [y ngwy + Y p_q Miz], pelo principio do argu-
mento generalizado aplicado & fungao g(z) = z. Integrando ao longo de 9P, obtemos 4 integrais, dois
dos quais dao o valor:

T+v1 f/ (Z) B :c—i—vl—l—vng/ (Z) L :c—i—vlzf/ (Z) L Tr+v1 B ; f/ (Z) L
A -l - Ly - Ly A - L

T+v1 /
—Uz/ S ) dz = —v1I(f o~,0) = kv,

f(z)
onde v é o caminho recto entre x e x 4+ vy. f o~ é entdo uma curva fechada, logo k; € Z. Da mesma
forma, os restantes dois integrais dao o valor kovo onde ky € Z. O

9.2.2. Os geradores de um recticulado. Vamos agora, s6 a titulo de curiosidade, abordar
a seguinte questdao. Dado um recticulado maximal, como encontrar os seus dois geradores. Mais
concretamente, se A = (v1,v3) = (w1, ws), qual a relacdo entre os pares de geradores {vi,vs} e
{w1,ws}. Recordemos entdo a seguinte definigdo. Uma matriz ou transformacao linear é chamada
unimodular se as entradas da matriz forem inteiras e tiver determinante igual a £1.

TEOREMA 9.17. Quaisquer dois pares de geradores de um recticulado mazximal A estao relacionadas
por uma transformacao unimodular.

DEMONSTRACAO. Se A = (v, v9) = (v}, v5) entdo, exprimindo v/, v, em relacdo a vy, vy temos
) 1, Y2 , €Xp 1,02 G )

why | a b wo a b wy | [ d Y w)
[ ! ] = [ ¢ d ] [ wy } com [ ¢ d } € Matazo (Z). Da mesma forma, [ wy | = | ¢ @ wl
a v a b 10 a b
logo[c, d’}[c d]_[() 1]ep0rtantodet[c d} =+£1. O

TEOREMA 9.18. Qualquer recticulado A € gerado por vectores wy,we, tais que T = wq/wy pertence
ao sequinte conjunto A = {7’ cH: —% <RT < %; 7| <1; eRr <0, se |7 = 1}.

DEMONSTRAGAO. Como wi e ws sdo linearmente independentes sobre R, temos Im7 # 0. Se
Im7 = Im (5—?) < 0 podemos trocar w; com wy e obter Im7 > 0 . Podemos também assumir
|w1| < |ws| pois em caso contréario substituimos wy por wy e wy por —w; (isto preserva o sinal de Im 7).

w2 1
Re (w_1>‘ é b}

Finalmente, podemos substituir we por we 4+ nw; para certo n € Z de tal modo que
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. Se Re (g—f) = —% substuitui-se we por we + wi, € se |7'| = 1 faz-se novamente a troca w; — wa,
wy — —wy. ApoOs estas substituicoes T € A. O
OBSERVACAO. Também se pode verificar que a escolha de 7 em A é tnica, o que é equivalente a

provar que o grupo PSL (2,7) é gerado por 7 — 741 e T = —% , isto é, pelas matrizes S = < 11 >

0 1
0 -1
eT—<1 0).

9.3. A funcao p de Weierstrass de um recticulado A.

Vamos agora construir uma fungao eliptica com um tnico pélo duplo em pontos congruentes rela-
tivamente a A = (wq,ws). Por simplicidade tomemos este polo na origem. Como um factor multipli-
cativo nao interessa, a parte singular serd = + 2. Seja entao

1 a_q
p()==5+—+atazt..
z z

Assim, a parte singular da fungao f (z) = p(z) — p(—z) é igual a Z% +2 - (Z% —9) =22 Como f(2)
é claramente uma funcao eliptica em relagdo a A, e tem um polo simples na origem, pelo corolario do

teorema 1, f é constante; além disso, como f (“’ ) =p (“’ ) P (—“’—) = p( ) —p (%) = 0, vemos
que necessariamente f = 0, isto é, p é uma fungao par, logo a sua expansdo em torno da origem so6

tem poténcias pares e a sua parte singular é z_2' Em torno de qualquer ponto do recticulado w € A,

a parte singular sera entao ﬁg o que nos leva a considerar a expressao »_, - ﬁg Infelizmente,
zZ—w zZ—Ww

esta série nao converge na regiao C\ A (ver exercicios). Para resolver este problema, Weierstrass notou

que, mediante a inclusdo de um certo termo neste somatorio a convergéncia fica assegurada. Defina-se
entao, a fungao p de Weierstrass pela féormula:

1
23 e
wWEA*
onde A* = A\ {0} é o conjunto dos pontos nao nulos do recticulado A C C. Esta série converge em
C\ A porque:
z (2w — z)

w? (z — w)?

1 1|

11 < 10|z|
(Z _ w)2 w2

’ 3

w
< para |z| < ‘—‘
|w 2
Portanto, para verificar que p esta bem definida, basta ver que >, cxv = > ﬁg < 0. Isto decorre
do facto de que existe k& > 0 tal que Jwiwy + nows| > k (|n1| + [n2|) Vn; n, € Z. Logo

IETED DY f:k

weEA* n=1 |nq|+|n2|=n
PROPOSIGAO 9.19. (Propriedades das fungoes p e ¢ de Weierstrass)
(1) p € duplamente periddica p (z) = p (2 +w1) = p (2 + wa)
(2) o € par,
(3) g€ também uma fungdo eliptica e ¢ (2) = =23, ca- ﬁ,
(4) o
(5

(\nl\ + [n2])

4) ¢'(2) € impar e tem zeros apenas nos pontos que verificam 2z =0 mod A.

) 9 (2)° = 49 (2)° = g0 (2) — g3, onde g2 = 60T cpe 2r € 93 = 140 % e 2.

DEMONSTRAGAO. A propriedade 2 é simples e a 3 decorre do facto que se pode derivar uma série
uniformemente convergente termo a termo. Para provar 1, partimos da formula de 3; como ¢’ (2) é
impar e claramente periodica, temos que existe uma constante ¢ tal que p (w1 + z) = p(z) + ¢ mas
com z = —4L vem g (%) =p (—%) + ¢ o que implica ¢ = 0 pois p é par. A derivada de uma fungéo
par é impar, e o ciclulo dos zeros segue de

w1 w1 w1
@/(7) = —@/(—7) = —KJ,(7),

por imparidade e invariancia. Daqui decorre a propriedade (4) (detalhes deixados ao leitor). Para
provar 5, considera-se a fungao zeta de Weierstrass (nao confundir com a funcao zeta de Riemann):
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1 1 z
+ 2
Zz—w w w

)=+ EA*[

verifica-se que ¢ (z) é meromorfa em C e —(’ (2) = p (2). Escrevendo:

1 1z  —l/w 1 L2 1 < z 22 > 1 =z 22 28
w

z—w w w? l—-z/w w w? LTI Ravr: B

w? wd  wt

e notando que ) = 0 para k impar, por simetria em relagdo & origem, obtemos:

weA* w’c
1 AR S 1 k1
:__|_ == = Z a2 - - _
> (-5 )= T (GG )=t
wEA* weA* k=2

onde gy = > cax ﬁ

Assim  (2) = 5 4+ Y50, (2k — 1) gpz® 72 = & + 39222 + Hgzzt + -

o (2) = —Z%+6922+209323+"'

p/ (2)2 — 246 24g2

o) =5+ 992 + 1593 + -

onde as reticéncias indicam termos regulares nao constantes (holomorfos). Concluimos que h(z) =
o (2)2 —4p (2)3 + 60920 (2) + 140g3 é uma fungao holomorfa eliptica logo ela é necessariamente cons-
tante. Como o desenvolvimento em série de h(z) tem o termo constante nulo, h(0) = 0 pelo que
h(z) =0, que é a relagao pretendida. O

A relagao entre p e a sua derivada é muito importante na resolugao de certas equagoes diferenciais
nao lineares. Por exemplo, uma aplicagdo da fungao p é a resolugao explicita da equagao de Korteweg-
de Vries (KdV), que descreve ondas em agua pouco profunda:

ou ou  Ou
em que a incognita é a fungdo u = u(x,t), onde x e t sdo a coordenada espacial e temporal, respec-
tivamente. Para encontrar uma solu¢ao desta equagao consideremos somente fungoes u(z,t) que s6
dependem da quantidade z — ct, em que ¢ é constante, e fag amos a mudang a de variavel: u(x,t) =
v(X) = v(x—ct). Nesta nova variavel v, obtemos a equagao —4cv’ = 6vv’'+v"” (onde’ designa derivagao
em relacdo a X) e fazendo uma primitivacao elementar obtemos —4cv = 3v% +v” + ¢;. Multiplicando

1
por v vem —4cvv’ = 3v20' + 0"V +c1v' e fazendo outra primitiva vem: —2c0? =3 + 5(?/)2 +c1v+cg,

dv \2 3 9
— | = —2v° —4cv® — 2c1v — 9

0 que é equivalente a

dX
Comparando esta equagdo com a propriedade 4 da funcao o de Weierstrass, obtemos uma solugao
explicita !!!
u(z,t) = —2p(x — ct) + c3

onde p é a funcao p de Weierstrass associada a um recticulado que depende das constantes de integragao
c1 e co.

Este tipo de solugbes que dependem de x — ct sdo solugdes que possuem uma forma fixa e se
movem com velocidade ¢. Assim, sao chamadas solitoes. Note-se que, fazendo ¢; = o = 0, obtemos:

dv
<ﬁ> = —20% — 4¢v?. Esta equagao mais simples pode ser resolvida por uma fung¢ao do tipo:

u(i, 1) = ge sech’” <%\/E (- ct - x0)>

o que indica, mais uma vez que as funcoes elipticas sao uma generalizacao das funcoes trigonométricas.
Voltando ao caso geral, note-se que temos uma relagao implicita:

X ’ /” ds .
=z —ct= = cy.
oo V=283 —4cs? —2¢15 — ¢ !
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p(z)
Va(x)
q(x) tem grau 3 ou 4, é chamado um integral eliptico, pois podem ser descritos em termos de fungoes
elipticas, através de relagoes semelhantes a propriedade 4 da fungao p.

Foram precisamente os integrais deste tipo que motivaram inicialmente o estudo das funcoes elip-
ticas; de facto, o comprimento de arco de uma eli pse no plano é dado por um integral deste tipo e
é precisamente por esta razao que se resolveu dar as fun¢oes duplamente periddicas (que como vimos
estao relacionadas com os integrais eli pticos) o nome de fungoes elipticas.

Finalmente, podemos acrescentar que, no caso em que ¢(x) é um polinémio de grau superior a 4

Este integral, tal como outros integrais da forma / dx, onde p(x) e g(x) sao polindémios, e

x
os integrais / p(())daj sao chamados integrais hiperelipticos e a mesma equagdo KAV tem muitas
q(x

N

outras solugos solitonicas, obtidas a partir de fungoes hiperelipticas, associadas a estes integrais.

9.4. Problemas

9.1 Recorde que a funcao g de Weierstrass, relativa ao recticulado A gerado por dois periodos wy

e wo é dada por:
1 1 1
pz) =5+ > [72——2]
z wer (o} (z —w) w
Prove que ¢/(z) tem trés zeros no poligono fundamental P = {tjw;y + tows : 0 < 1,19 < 1}, €

que sao todos simples.

w2
9.2 Seja A um recticulado e 0(2) = z[[ e« F3(2), onde Fs(w) = (1 —w)e”* 2. Mostre que o

¢é inteira, impar e que
d (d(2)
=1 (55):

9.3 Seja A um recticulado maximal em C, e seja Ay := {z € C: 2z € A}. Mostre que se f(z) tem
zeros simples em As\A e polos triplos em A entao f(z) = c¢g'(z), para uma certa constante
ceC.

9.4 Seja 7 um nimero complexo com parte imagnaria positiva. Considere a fungao de Jacobi
V(2) = 3 ep(—1)ne?mmzem DT ¢ assuma a convergéncia uniforme desta série em C. (a)
Mostre as relagoes:

Vz+1)= I(z)
Hz+71)= —2mi(z47) 9 (2)
V(—z2) = iz (2).
(b) Use as relagoes acima para demonstrar que ¥(z) tem zeros simples nos pontos do recticu-
lado gerado por 1 e 7 e que estes sdo os unicos zeros de ¥(z) em C.
9.5 Seja T € H, A o recticulado gerado por 1 e 7, e f(z) uma fungao inteira impar que verifica
0(z+1) = 0(z)
{ O(z+7)= —e M G(2), vz e C.

—e
—e

(a) Mostre que dilz <%> ¢ uma fungao eliptica em relagdo a A. (b) Mostre que 6(z) tem zeros

simples nos pontos de A, que estes sdo os tnicos zeros de #(z) e que existe uma constante

c € C tal que p(z) = —% (%’((;))) + ¢, onde p(z) ¢ a funcdo p de Weierstrass relativa ao

recticulado A.



CAP{TULO 10

Transformacoes conformes e o Teorema de Riemann

Neste capitulo mudamos um pouco a nossa perspectiva. Em vez das fun¢ées holomorfas, o objecto
central sdo agora as regides do plano e as suas propriedades. As fungoes holomorfas aparecem natural-
mente, mas sdo vistas como aplica¢des de uma regiao para outra. Assim, o respectivo contradominio
é tao importante como o dominio, cabendo a func@o o papel de relacionar as duas regioes.

Quando duas regioes estao assim relacionadas por uma funcao holomorfa e bijectiva, entao as regioes
sao chamadas isomorfas. Um dos problemas principais é encontrar critérios simples para determinar
quando duas regides dadas sao isomorfas, e quando nao o sao.

10.1. Definicao e Exemplos de Transformacoes Conformes
Neste capitulo, €21, 29, etc, designam regides no plano complexo.

10.1.1. Definigao de tranformacao conforme. Devido ao teorema da aplicagao aberta, todas
as fungoes holomorfas ndao constantes sao abertas. Assim, qualquer f € H(2) nao constante, determina
uma nova regiao, a sua imagem: f() C C. Esta propriedade enquadra-se bem na nogao geral de
categoria.

ExXERcICIO 10.1. Mostre que, considerando que as regioes (em C) s@o os objectos, e que as fungoes
holomorfas nao constantes f € H () sao os morfismos entre Q e f(2), estamos a definir uma categoria,
que designaremos por Hol.

No caso particular em que f € H () é injectiva, temos entao o que chamaremos uma transformagao
conforme entre 2 e f(Q).

DEFINIGAO 10.2. (a) Um isomorfismo entre 1 e Qo, também designado por transformagdo conforme
entre Q7 e (9, é uma aplicagao f : 1 — 9y holomorfa e bijectiva. Dito de outra forma, f € H() é
injectiva, e f(Q1) = Qo (ou f~1(Q) = Q).

(b) Quando existe um isomorfismo entre € e Q, dizemos que Q; e 3 sdo (regides) isomorfas e
escrevemos €)1 = Q.

OBSERVAGAO 10.3. Recorde-se que as duas condiges (holomorfa e bijectiva) implicam que a fungao
inversa f~! : Q9 — O é também holomorfa, o que justifica que este tipo de aplicacdes se chamem
isomorfismos (s@o, de facto, morfismos invertiveis na categoria Hol do exercicio anterior).

EXERcIcIO 10.4. (a) Mostre que a relagao de isomorfismo entre regides é, de facto, uma relagao
de equivaléncia.
(b) Considere agora a subcategoria C C Hol cujos objectos sao os mesmos que em Hol, mas cujos
morfismos sdo transformacgoes conformes. Mostre que C é, de facto, uma categoria, e que é um grupdide
(todos os morfismos s@o invertiveis).

O nome transformagao conforme justifica-se também porque uma aplicagdo f : 21 — Q5 holomorfa
e bijectiva verifica necessariamente f'(z) # 0 para qualquer ponto z € Q. Desta forma, localmente, f
preserva angulos, de acordo com o capitulo 4. O seguinte exemplo mostra que o reciproco nao é valido.

EXEMPLO 10.5. A aplicacio f : D* — D*, definida por z +— f(z) = 2% ¢ holomorfa e verfica
f'(2) # 0 para todo z € D*, mas ndo é uma transformagio conforme entre D* e D* porque nao é
bijectiva neste conjunto. No entanto, a mesma expressao f(z) = 2% representa uma transformacio
conforme entre o primeiro quadrante de C e o semiplano superior H.

Este exemplo ilustra a enorme importancia de considerar os conjuntos, para além da expressao
analitica de f(z). De facto, a aplicagao g(z) = y/z (a inversa de f) representa uma transformagao
conforme entre o semiplano superior H e o primeiro quadrante de C mas, como sabemos, a expressao
analitica de g(z) nao pode definir uma fungao holomorfa em D*.

81



82 10. TRANSFORMAGOES CONFORMES E O TEOREMA DE RIEMANN

10.1.2. Exemplos de transformacgoes conformes. Devido ao teorema do isomorfismo local,
sabemos que qualquer fungao f(z) cuja derivada em zp ndo se anula é um isomorfismo, quando restrita
a uma vizinhanca suficientemente pequena.

PROPOSIGAO 10.6. Seja f € H(R) e 29 € Q. Se f'(20) # 0 entao, existe uma vizinhanga Q1 C Qo
tal que f: Q1 — f(1) € uma transformagao conforme.

DEMONSTRAGAO. Deixada ao leitor. d

Desta forma, fica claro que as transformacoes conformes abundam! No entanto, nem sempre é facil
encontrar, simultaneamente, as trés partes f, 1 e {09 que definem um isomorfismo f : 7 — Qo.

ExXERrcicio 10.7. Considere as quatro seguintes aplicacdes: z — 22, z — /2, z — €7, z — log 2.

Encontre regioes explicitas para as quais as fungoes acima sao transformacoes conformes. Natural-
mente, para cada aplicacao, a resposta estd bem longe de ser tinica!

A nogao de transformagao conforme poderia ser estendida a regides que nao sao subconjuntos de C.
Por exemplo, nio é muito dificil ver que hé transformacdes conformes definidas na esfera de Riemann.!
Mais geralmente poderiamos definir morfismos ou isomorfismos para superficies de Riemann, o que
nao faremos, por sair do ambito deste livro.

Outra grande classe de exemplos de transformagoes conforme é obtida através de restrigoes.

PROPOSICAO 10.8. Seja f : Q1 — Qo uma transformacgdo conforme. Entdo, para qualquer regido
Q3 C Qy temos que fla, € um isomorfismo entre Q3 e f(§3).

As transformagoes de Mobius, restritas a regioes em C, fornecem muitos exemplos simples de
isomorfismos.

ExeEmpLO 10.9. Seja T'(z) = % € Mob uma transformagao de Mobius. Como T7(z) # 0 para
qualquer ponto z € C (com excep¢ao do polo z = —d/c), se fizermos a restri¢ao de T' a qualquer regiao
2 C C (que nao contenha o polo) obtemos uma transformagao conforme entre e 7'(2).

Exgrcicio 10.10. Uma transformagcao muito usada ¢ T'(z) = zjr—i Mostre que, por restrigao, esta

fornece um isomorfismo entre H e D, bem como um isomorfismo entre o primeiro quadrante (aberto)
e HND.

10.1.3. Isomorfismos e homeomorfismos. Uma pergunta natural é a seguinte. Dadas duas
regices (g e {2, existird alguma transformacgao conforme entre 1 e Qo, isto é f € H(Qy), injectiva
com f(Q1) = Q27 Outras perguntas analogas sdo: Dada uma regido €21, quais as regioes {22 que s@o
isomorfas a Q17 E possivel caracterizar todas as regides isomorfas a uma regido dada?

O conhecido teorema da aplicagao de Riemann da uma resposta a estas perguntas quando ; = D,
um primeiro caso nao trivial. Para comecar, podemos rapidamente descobrir que nem todas as regioes
do plano sao isomorfas. Recorde-se que um homeomorfismo entre £2; e {29 é uma fungao continua e
bijectiva, com inversa também continua.

PrOPOSIGAO 10.11. Se Q1 e Qqy sdo isomorfas, entdo sao homeomorfas. Dito de outra forma, se
Q1 e Q9 nao sao homeomorfas, nao exriste nenhuma tranformacgao conforme entre 21 e Q.

DEMONSTRAGAO. Se f : Q; — €y é uma transformacio conforme, entdo f~' : Qy — Q; é uma
funcado holomorfa, e por isso continua. Assim, f é um homeomorfismo, pois é continua, bijectiva e com
inversa continua. O

EXEMPLO 10.12. As regices C e C* néo sio isomorfas. De facto, como existem caminhos néo
homotopicamente triviais em C*, mas C é simplesmente conexo, estas duas regides nao podem ser
homeomorfas, nem conformemente equivalentes.

Apesar de tudo, as fungoes holomorfas sdo mais rigidas que as continuas, pelo que é natural que
o reciproco da proposi¢do acima nao seja vélido. De facto, encontramos exemplos simples de regioes
que sao homeomorfas, mas que nao sao isomorfas.

PROPOSICAO 10.13. As regides C e D, embora sejam homeomorfas, nao sao isomorfas.

Ipe facto, uma transformagao de Mobius é uma transformagao conforme, para a qual as “regides” dominio e contra-
dominio sdo ambas iguais & esfera de Riemann C.
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DEMONSTRAGAO. Suponha-se que existe um isomorfismo f : C — ID. Entdo f é inteira, mas
também é limitada, pois |f(z)| < 1 para todo o z € C. Assim, pelo Teorema de Liouville, temos que f
é constante, o que contraria a hipétese de f ser uma transformagao conforme. Por outro lado, temos
um homeomorfismo explicito entre D e C que pode ser dado por

z — tan (|z|= ) 2.
2
Naturalmente, esta funcao nao é holomorfa. O

10.2. Lema de Schwarz e Automorfismos do disco

Neste capitulo, veremos como dar uma resposta & seguinte pergunta: Quais as regioes do plano que
sdo isomorfas ao disco unitario D7 A resposta é dada pelo célebre teorema da aplicacdo de Riemann.
Para isso, comecemos por determinar os automorfismos do disco D.

DEFINIGAO 10.14. Dada uma regidgo 2 C C, uma transformagao conforme (ou isomorfismo) f :
Q — Q é também designada um automorfismo de €.

ExXERcICIO 10.15. Seja 2 uma regiao. Mostre que Aut(£2), o conjunto dos automorfismos de 2 é
um grupo, com a operagao de composicao.
10.2.1. Lemas de Schwarz. A caracterizagdo dos automorfismos de D é feita usando este im-

portante Lema.

TEOREMA 10.16. (Lema de Schwarz) Seja f : D — D uma fung¢ao holomorfa com f(0) = 0. Entao,
|f(2)] < |z| para todo o z € D; além disso, se |f(z0)| = |20| para certo zy € D\ {0} entao f é uma
rotagdo, isto é, eriste 0 € R tal que f(z) = €z.

DEMONSTRAGAO. Sendo

f(z) =ap+ a1z +az® + -+
a expansao em série de poténcias de f, temos ag = 0, porque f(0) = 0. Assim, g(z) = f(2)/z =

aj + azz + - -+ é uma fungdo holomorfa em D, e verifica, para |z| < r < 1,
1
o9 = [£2] < £ < £ < 1,

z lz|I<r| % |z|=r T r

usando o principio do médulo méaximo. Como isto é valido para qualquer » < 1 e g(z) é continua,
segue que |g(z)| < 1 para todo z € D.
No caso em que

=1

j9(z0)] = 1L
20

para algum ponto zp € D no disco unitario, entdo a fun¢do holomorfa g(z) atinge o maximo do seu
modulo no interior do disco, pelo que g(z) é igual a uma constante o de modulo 1, o = e? 9 cR,

COmMO queriamos provar. O
TEOREMA 10.17. Seja f : D — D uma funcio holomorfa com f(0) =0 e f(2) = a1z + agz® + - --
a sua expansao em série. Entao, |f'(0)| = |a1] <1, e se |a1| =1 entao f(z) = a;z.

DEMONSTRAGAO. A primeira parte decorre de f/(0) = lim,_ @ Para a segunda parte consultar

Lang. O

10.2.2. Aut(D). Podemos agora determinar todos os automorfismos do disco.

TEOREMA 10.18. Seja f: D — D uma fungdo holomorfa e bijectiva. Por outras palavras, f € um
automorfismo do disco. Entdo, escrevendo o := f~1(0) € D, existe um real 0 tal que

0 00— 2
z) =l — =
f(z) T %2
DEMONSTRAGAO. Seja go(2) = 1=5. Como g, e f sdo automorfismos, a composigao F' = f ogit

¢ também um automorfismo de D, e verifica F'(0) = 0. Pelo lemma de Schwarz |F(z)| < |z|, para
todo z € D. Da mesma forma, para o automorfismo inverso F~! = g, o f temos a desigualdade
|F~1(2)| < |2] ou seja |w| < |F(w)|, para todo w € D. Assim, temos |F(z)| = |z| para todo z € D o
que implica, pelo lemma de Scwharz, que F(z) = e¥2. O

ExERcicio 10.19. Mostre que Aut(ID) é isomorfo a PSL(2,R), o subgrupo das transformagoes de
Mobius com coeficientes reais.
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10.3. Automorfismos do Plano

As aplicagoes da forma z — az + b, com a,b € C sao automorfismos do plano, quando a # 0.
De facto, para a # 0 as fungdes da forma f(z) = az + b sdo holomorfas e bijectivas entre C e
C. E interessante verificar que estas sdo as tnicas transformagdes do plano em si mesmo com esta
propriedade.

PrOPOSIGAO 10.20. Os 1nicos automorfismos do plano sao da forma z — az + b, com a # 0.

DEMONSTRACAO. Usa o teorema de Casoratti-Weierstrass. O

10.4. O espago métrico C()

De modo a caracterizar todas as regides isomorfas a D, vamos necessitar de estudar a convergéncia
de fungoes em H (D), dotando este espago vectorial de uma métrica. De facto, esta analise pode ser
feita para qualquer regido, pelo que estudaremos agora as propriedades métricas de H({2) e veremos
que muitas provém das respectivas propriedades do espago métrico C'(2), das fungdes continuas na
regiao ).

Seja 2 uma regiao e seja C(K) o espago vectorial das fungoes continuas f : K — C, onde K é um
compacto em C. Para ver H({) como espago métrico, recordemos primeiro que C(K) é um espago
métrico com a distancia dada pela norma do méximo:

[1f1]5c = max{|f(2)]}-

Uma métrica ou distdncia num conjunto X, verifica d(x,y) = d(y,x) > 0, d(xz,y) = 0 sse z = y
e a desigualdade tridngular d(z,y) + d(y,z) > d(zx,z), para todo z,y,z € X. Uma métrica num
conjunto X induz nele uma topologia, pelo que podemos considerar X como espago topologico e falar
de subconjuntos abertos, fechados e compactos de X.

Comecemos pelo seguinte:

LEMA 10.21. Dada uma regiao Q@ C C, existe uma sequéncia de subconjuntos compactos {K,} tal
que:

(2) Q=U,K,

(3) Se K C Q ¢é compacto, entio K C K,, para algum n.

A uma sucessao de compactos K, C € verificando as propriedades acima chamaremos uma exaustao
de € por conjuntos compactos.

PRrROPOSIGAO 10.22. Seja Q2 uma regigo e K, uma exaustao de ) por conjuntos compactos. O
espago das fungoes continuas C(€) é um espago métrico com a distancia definida por:

(10.4.1) a(f9) =Y %%7

onde ||h|]n == ||h||k, = max.ck, |h(2)|. Além disso, a topologia em C(Q2) (definida por esta métrica)
nao depende da escolha da exaustio K,.

n

TEOREMA 10.23. O espago métrico C(2) € completo.
DEMONSTRAGAO. Ver Conway. O

Agora vejamos os teoremas de convergéncia de func¢oes holomorfas. Nesta seccao assumimos fami-
liaridade com a nocao de convergéncia uniforme em compactos, que é revista no Apéndice. A nogao
de convergéncia mais natural para regides (conjuntos abertos e conexos) é a seguinte.

DEFINIGAO 10.24. Seja €2 uma regiao em C e {f,}, n € N, uma sucessao de fung¢oes continuas em
Q. Dizemos que { f,,} converge uniformemente em compactos de €, se para todo subconjunto compacto
K C Q, a convergéncia de {f,} em K é uniforme, isto é, existe uma fungao f : Q@ — C que verifica:
para todo € > 0 existe N tal que ||f, — f||x < € para todo n > N. Neste caso dizemos que o limite
uniforme de f, é f.

Sabemos, pelo teorema da convergéncia uniforme, que o limite uniforme de uma sucessao de fungoes
continuas num compacto K é uma funcao continua em K, o que implica o mesmo resultado para regices
em C.
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EXEMPLO 10.25. Seja fn(z) = z7 uma sucessio de fungoes definidas no intervalo [0,1]. O limite
desta sucessdao nao é continuo, e de facto a convergéncia nao é uniforme em [0,1]. No entanto, a
restri¢ao de f, a qualquer subconjunto compacto de |0, 1[ tem um limite uniforme (a fungao nula nesse
compacto).

Para a demonstragdo do teorema de Riemann vamos precisar de 3 defini¢oes e um Teorema.

DEFINIGAO 10.26. Uma familia (subconjunto) A C C(2) chama-se normal ou relativamente com-
pacta se qualquer sequéncia em A tem uma subsucessao que converge uniformemente em qualquer
compacto K C ) para um elemento nao necessariamente em A (mas necessariamente continuo).

OBSERVAGAO 10.27. Mostra-se que esta nogao corresponde ao fecho de A ser compacto no espago
métrico C'(2), justificando a nomenclatura “relativamente compacto”.

DEFINIGAO 10.28. Uma familia A C C'(f2) diz-se uniformemente limitada em compactos (ou me-
tricamente limitada) se para todo subconjunto compacto K C  existe uma constante C'x tal que

1f(2)llk = Ck
para todo f € A.
A proxima definicdo é também util.

DEFINIGAO 10.29. Seja K C C um compacto. Uma familia A C C(K) diz-se equicontinua em K
se dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que |21 — 22| < 9, 21,22 € K implica que |f(z1) — f(22)|] < € para todo
feA.

Finalmente, recordemos o Teorema de Arzela-Ascoli:

TEOREMA 10.30. (Arzela-Ascoli). Seja A C C(K) uma familia de fungoes continuas. Se a sequén-
cia for uniformemente limitada e equicontinua, entdo A € relativamente compacta.

DEMONSTRAGAO. Ver Conway. d

10.5. O teorema da aplicagao de Riemann

O teorema da aplicagdo de Riemann diz-nos que qualquer regiao simplesmente conexa de C, com

excepcao do proprio plano complexo, é isomorfa a ). Esta excepcao é necessaria, como vimos na
Proposicao 10.13.

TEOREMA 10.31. (Teorema da Aplicagao de Riemann) Seja Q0 uma regiao simplesmente conezxa
do plano complexo distinta de C. Entdao Q) € isomorfa ao disco unitdrio D. Mais precisamente, dado
zg € , existe uma Unica transformacao conforme

f:Q—-D
que verifica f(z9) =0 e f'(z9) > 0.
OBSERVAGAO 10.32. Este teorema tem duas partes. A unicidade é a parte mais simples.

DEMONSTRAGAO. |Demonstragdo da unicidade|: Seja fi1, fo : @ — D com fi(z9) = fa(z0) = 0.

Entao, fi o f2_1 ¢ um automorfismo do disco que fixa a origem z = 0, logo fl(fgl(w)) = ¢w, para
certo # € R e para todo o w € D, pelo Lema de Schwarz. Escrevendo w = fo(2) temos

fi(z) = €?fa(2), VzeD.

Assim, temos também f5(z) = € f1(20). Sendo ambos f](z0) e f4(20) reais e positivos por hipétese,
temos que ¢ = 1, pelo que f1(2) = fa(2), Vz € D como pretendido. O

Para demonstrar a parte da existéncia no teorema de Riemann, vamos usar as propriedades métricas
de C(Q) e do subespago métrico H(f2), que tem a propriedade simpatica de ser completo.

COROLARIO 10.33. O espago métrico H () é fechado em C(2) e portanto, também completo.

DEMONSTRAGAO. O Teorema 8.4 diz-nos que quando uma sucessao convergente de fungdes f, €
H(Q) tem limite em C(2), entao esse limite esta em H (). Isto significa, porque C(2) é um espago
meétrico, que H () é fechado em C(). O
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O teorema de Arzela-Ascoli afirma que, para fun¢oes continuas em compactos, uma familia unifor-
memente limitada e equicontinua é relativamente compacta. No caso de familias de fung¢oes holomorfas,
temos um resultado um pouco melhor.

TEOREMA 10.34. Seja A C H(Q2) uma familia uniformemente limitada em compactos. Entao:
(1) A € equicontinua em cada subconjunto compacto de ).
(2) A € relativamente compacta.

DEMONSTRAGAO. (1) Seja K C Q e seja 3r a distancia entre K e o complemento de £2. Sendo
21,29 € K com |21 — 29| < r, temos

f(z1) = f(22) = ﬁ </c %dw - de) A= /c @ f(w) dw,

cw— 2z 2mi — z1)(w — 2z2)

onde C = dD(z1,2r). Para w € C temos |w — z1||w — 22| > 272, pelo que

z1— % r 1
Fla) — £y < B2 iy L

onde K127 C Q ¢é o compacto {z +2re? 2 €Q,0 € R}. Esta desigualdade implica a equicontinuidade
em K.

(2) Pelo teorema de Arzela-Ascoli, dada uma familia uniformemente limitada e equicontinua A,
qualquer sucessdao em A tem uma subsucessdo convergente em qualquer compacto. Essa subsucessao
converge para uma fungao holomorfa, pelo Teorema 8.4

O
Podemos agora, mostrar a parte da existéncia no teorema de Riemann.

DEMONSTRAGAO. Seja {2 uma regido simplesmente conexa e distinta de C e zg € Q.
Passo 1 - Mostrar que 2 é isomorfa a uma regiao contida em D: Como ) # C, sem perda de gene-
ralidade, h4 um ponto que nao pertence a €2, e podemos assumir que é a origem: 0 € C\ © (pois as
translacgdes sdo isomorfismos). Como (2 é simplesmente conexa, 0 ¢ , a funcao

f(z) =log(z) + C,
¢é holomorfa em 2 e injectiva. De facto, podemos definir f como o integral indefinido

fo = [(E oo,

20 R
que esta bem definido e de modo a ter f(z9) = 0 (20 = e~¢). Além disso, se f(z1) = f(z2) entdo
ef(21)=C — ¢f(22)=C 4 que equivale a z; = 29.

Temos também que f(zp) = 0 e f nao toma nunca o valor 274, nem valores num circulo a volta
deste valor. Isto porque se f(zoo) = 27mi entdo como f ndo é constante, a imagem € aberta e existe
sucessao de pontos zy — 2o € Q com f(zi) — f(200) = 2mi. Exponenciando, temos z = ef(z)=C _,
ef(200)=C — f(20)=C — 3 logo 2, — 2, 0 que é uma contradicao, pois zy # ze. Logo, a funcio

1
Z) = —F———
95) = 5 —ami
é holomorfa e limitada, pelo que usando uma translaccdo e homotetia, colocamos g : 2 — . Assim
provamos que {2 é isomorfa a uma regiao em . Usando transformacée de Mobius da forma £=%

1—za
podemos também assumir que 0 € €.
Passo 2 - Vamos considerar a familia F que consiste nas fungoes

f:QCch—-D

tais que f € H(Q), f ¢é injectiva, e f(0) = 0 € . Esta familia ¢ nao vazia porque contém a aplicagao
identidade. Pelo Passo 1, reduzimos o teorema a mostrar que existe pelo menos uma fungéo f € F
sobrejeciva. Primeiro considerarmos f € F que nao é sobrejectiva. Seja w € D fora da imagem. Seja
T € Mob com T(w) = 0. Entao T o f ¢é isomorfismo entre €2 e subconjunto de D que nao contém 0.
Consideramos:

r(z) =+/To f(z) = e%IOgTOf(Z), z € Q.
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r € injectivo porque 7(z1) = 7(22) implica T o f(z1) = 23 logo z1 = 23 pela injectividade de T e f.
Sendo T envia /T'(f(0)) para 0 temos

9(2) = T(RT f(2)),
pelo que f = T-'ST~'g nao ¢ injectivo. Pelo Lemma de Schwarz, |T-'ST~(0)] < 1 pelo que
lg'(0)| > |f(0)]. Assim, encontramos fungao g € F com |¢'(0)| > |f/(0)|.
Passo 3 - A familia F é uniformemente limitada, pois f(z) < 1 para todo o z € Q e todo f € F. Além
disso, pela formula integral de Cauchy

1
/
7Ol = o
para certo r > 0 tal que D(0,7) C Q, o que mostra que o valor de |f/(0)| é limitado em F.

Pelo passo 2, cada vez que fi € F nao é sobrejectiva, podemos construir fo € F com derivada na
origem superior em médulo, formando assim uma sucessao f, € F. Como F é uniformemente limitada,
estamos nas condigoes do Teorema 10.34 que garante que a familia F é relativamente compacta. Assim,
a sucessao {f,} tem uma subsucessdo convergente e o limite f € F sera sobrejectivo, de modo a nao
contrariar o passo 2. A injectividade do limite segue do exercicio 8.4. O

2m f(reit)

0 T

it < $ max] 7).

T |z|=r

10.6. Problemas

10.1 Determine explicitamente uma transformagao conforme entre o conjunto A = {z € C : Rez >
0,—7 < Imz < 7} e o disco unitario D.

10.2 Determine uma transformacao conforme entre o conjunto B = {z € C : Rez > 0,Imz >
0, |z| < 1}, e o semiplano superior H.

10.3 Seja f uma transformagao conforme do primeiro quadrante @ = {z € C: Rz > 0, Iz > 0}
no disco unitario D = {z € C : |z| < 1}, com a propriedade f(i+ 1) = 0. Determine uma
expressao para f. Existird outra fungéo com tais propriedades? Justifique.

10.4 Seja f holomorfa no disco unitario D = D(0,1) verificando |f(z)] < 1. Supondo que f tem
dois pontos fixos distintos a e b em D, f(a) = a e f(b) = b, prove que f(z) = z para todo

z € D.

10.5 Mostre que qualquer fungao injectiva e holomorfa f : C* — C* é da forma f(z) = az ou
f(z) = £ para certo a € C*.

10.6 [Formulas de Schwarz-Christoffel] Seja P um poligono (ndo necessariamente convexo ou limi-
tado) com vértices zi,--- ,z, e angulos exteriores may, -+ ,Tay, o €] — 1,1[. Prove que a
funcao:

z N 1
f(z)=c+k LU= dw,

para certas constantes ¢,k € C, zy € H, z; € R, define uma transformacao conforme entre
H e P, e que pode ser extendida por continuidade a R, satisfazendo f~'(z;) = zp € R,
k=1,---,n.

10.7 Seja {fn} uma sucessao de fungoes holomorfas numa regidao €2, uniformemente limitada em
compactos de . Mostre que, se lim, . fn(z) existe para todo z € €, entao {f,} converge
uniformemente em subconjuntos compactos de €. (Sugestao, use o facto de que {f,} é
equicontinua em compactos).

10.8 Seja B ={z € C: |Im z| <1, |Re z| < 1}. Mostre que existe uma transformagao conforme
entre o conjunto C\D e o conjunto C\B.






CAP{TULO 11

Continuacao Analitica

Se f é holomorfa numa regiao U C C e V é outra regiao tal que U NV é nao vazio, podemos
perguntar-nos se ¢ possivel estender f a uma fungao F' holomorfa em U UV, de tal forma que Fjy = f.
Neste caso dizemos que F' é uma continuacao analitica de f.

DEFINIGAO 11.1. Seja €1 C Q9 uma inclusao de regides com f; € H(Qy), fo € H(Q2). Quando
temos:

fl - fQ‘Ql

dizemos que fo é uma continuacio analitica de fi.

OBSERVACAO 11.2. Por vezes, nomeadamente quando as regioes nao sao claramente identificadas
pelo contexto, dizemos, na situacao acima, que (fz2,2) é uma continuagao analitica de (f1,).

Vamos ver dois tipos de continuagao analitica: através de curvas e ao longo de curvas.

11.1. Principio de Reflexao de Schwarz

O principio de reflexdo de Schwarz estuda a continuagao analitica através de segmento de recta ou
de arcos de circunferéncia.

Denotamos por Q = {z: z € Q} a reflexdo’, ao longo do eixo real, da regiao 2 C C. Diz-se que 2
é simétrica em relagdo ao eixo real se 2 = Q. Sejam QT = QNH, Q°=QNRe Q™ =Q\QF.

1

TEOREMA 11.3. (i) Se f € holomorfa em QF e continua em QU Q°, com valores reais em Q°,
entdo f tem uma continuagao analitica unica F € H () definindo F(z) = f(Z), para z € Q™. (ii) Se
f € holomorfa em QT U Q™ e continua em 2, entao f € holomorfa em €.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar (ii), uma vez que implica (i). Usa-se o teorema de Morera. [

Seja v : [a,b] — C um caminho analitico (real), isto é, para todo to € [a,b] existe uma série
convergente

V) =Y an (t—to)"
n=0

para qualquer ¢ numa pequena vizinhanga de t3. Um arco analitico préoprio é um caminho analitico
simples com +/(t) # 0 para todo t € [a,b]. Seja f € H(Q) e v um arco analitico proprio contido em 9).
Dizemos que f tem uma continuagao analitica através de 7 se existe uma vizinhanga U de v (excepto
os seus extremos) tal que f tem continuagao analitica para o conjunto QU U.

Diz-se que €2 estd de um lado de um arco analitico proprio v na sua fronteira, se existe extensao
analitica real bijectiva 4 de v a uma vizinhanca W de [a,b] C C, de tal forma que 771 (£2) esta contido
no semiplano superior ou inferior e ¥~!(y) C R.

TEOREMA 11.4. Seja v um arco analitico préprio contido em 02, de tal forma que Q estd de um
lado de ~. Seja f continua em QU {v} e holomorfa em Q. Supondo que f(vy) estd contido num arco
analitico proprio n de tal forma que f(Q) estd de um lado de n, entao f tem uma continuagao analitica
através de 7.

EXERCICIO 11.5. Seja C' um arco na circunferéncia unitaria |z| = 1, e  uma regido em D de tal
forma que C é parte da sua fronteira. Se f : Q@ — H é uma fun¢do holomorfa, continua em C, e que
toma valores reais nos pontos z € C, mostre que a expressao f(z) = f(1/z) define uma continuagao
analitica de f através de C.

lUusamos Q) em vez de © de modo a ndo haver confusdo com o fecho de um conjunto.
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11.1.1. A fungao modular e o Pequeno Teorema de Picard.

TEOREMA 11.6. (Pequeno de Picard) Se f € uma fungao inteira cuja imagem omite dois ou mais
pontos de C, entdo f € constante.

DEMONSTRAGAO. Podemos supor que os valores omitidos sao 0,1. Usa-se entdo uma transformacao
conforme entre H e um tridngulo em D e as reflexdes de Schwarz no intervalo [0, 1] para constriuir
uma fung¢do inteira que toma valores no disco D, e que, pelo teorema de Liouville é forgosamente
constante. O

11.2. Continuagao Analitica ao Longo de Caminhos

Como vimos anteriormente, convém considerar os pares (f,U) em que U é uma regido em C e
f € H{U). Repetimos a definigdo de continuagao analitica nesta terminologia, e numa situagdo um
pouco mais geral.

DEFINIGAO 11.7. Sejam U,V regides com interseccao nao vazia de tal modo que f € H(U),
Fe HUUV) e f = Fy. Entdo, dizemos que (F,U UV) é uma continuagdo analitica de (f,U) e
também que (F|y, V) é uma continuagao analitica directa de (f,U).

Note-se que a relagao de continuacao analitica directa é uma relagao de equivaléncia.

DEFINIGAO 11.8. Seja 7 : [0,1] — € um caminho numa regido Q, e 0 =ap < a1 < -+ < ap41 =1
uma parti¢ao do intervalo [0,1]. Se D = {Dy,...,D,} é uma sequéncia de discos de tal forma que
v ([aj,a;+1]) C Dj, dizemos que D esta associada a 7.

DEFINIGAO 11.9. Seja f analitica num disco Dy. Uma continuacao analitica de (f, Dy) ao longo
de uma sequéncia de discos D = {Dy, ..., D, } associada a v é uma sequéncia de pares

(faDO) ) (flyDl)y' o 7(men)
tais que (fj+1, Dj+1) € uma continuagao analitica directa de (f;, D;), para todo j =0,...,n — 1.

PROPOSIGAO 11.10. (Unicidade de continuagao analitica ao longo de caminhos) Seja vy : [0,1] — £
um caminho em Q, e D = {Dy,...,Dp} e D' = {Dy, Dj,...,D.,} duas sequéncias de discos associados
ao mesmo caminho . Se (f;,D;) e (fi.,Dy}) sao duas continuagoes analiticas de f = fo = fy entao
(f].,D..) € uma continuacao analitica directa de (fy,, Dy,).

DEMONSTRAGAO. ... d

De acordo com esta proposigao, a continuagao analitica de uma fungdo f € H(Q2) ao longo de
um caminho 7 que comece num ponto de €2, quando existe, ¢ unica. Assim, podemos escrever f,
para designar esta continuacao analitica. Note-se que f, nao é necessariamente uma fun¢ao, mas uma
sequéncia finita de fungdes! No entanto ... germes...

ExEMPLO 11.11. O logaritmo e as raizes... Fazer em particular a fungao /2.

TEOREMA 11.12. Monodromia. Seja 2 uma regio, zo € 2, e seja f € H(Q) uma fungio que
admite continuacdo analitica ao longo de qualquer caminho em ). Se v e n sdo dois caminhos EF-
homotdpicos tendo zg como ponto inicial e w como ponto final entdo f, = f, numa vizinhanga de
w.

CONCLUSAO.

TEOREMA 11.13. (de Schottky)...

TEOREMA 11.14. (Grande de Picard) Qualquer funcao inteira que nao é polinomial, assume todos
os valores complexos, com apenas uma excep¢do, um numero infinito de vezes.
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11.3. Problemas

11.1 Seja C' um arco na circunferéncia unitéaria |z| = 1, e  uma regiao em D de tal forma que C é
parte da sua fronteira. Se f é uma func¢ao holomorfa em 2, continua em C' e tal que |f(2)| =1

para z € C, mostre que a expressao f(z) = 1/f(1/z) define uma continuagao analitica de f
através de C. Defina a maior regido onde tal continuagdo analitica esta definida.

11.2 Deduza a férmula para a relfexdo na circunferéncia de equacdo azz + bz + bz + ¢ = 0 (onde
beC,a,ceR, e |b?—ac>0)em fungio de a,b e c.

11.3 Seja f uma fungdo holomorfa na faixa U = {z € C : —1 < Rez < 1}. Mostre que sao
equivalentes as seguintes afirmacoes:

(1) Rez =0 = Ref(z) =1
(i1) f(=2)+ f(z)=2,V2 €U
Construa uma aplicagao conforme entre U e D.

11.4 Seja C, = {z € C : |z| = r} a circunferéncia de raio r > 0 centrada na origem, e F' uma fungao
inteira que verifica F(Cy) C Cy e F(Cy) C Cy. Prove que F(Cyr) C Cort1, para todo k € Z.
Se F (restringido a D) for uma transformacao conforme de D em D(2) = {2z € C: |2| < 2},
prove que existe ¢ € C com |c| = 2, tal que F(z) = cz.

11.5 Seja f(z) = Y .7 anz" uma série cujo disco de convergéncia ¢ D = (0, R). Mostre que existe
pelo menos um ponto na fronteira de D através do qual f(z) ndo pode ser analiticamente
continuado.

11.6 Seja Q uma regiao e D C £ um disco. Se f(z) é holomorfo em D e u = R(f) ¢ harmonico em
Q, mostre que f pode ser analiticamente continuado ao longo de qualquer caminho em §2.

11.7 Considere a fungao f(z) =>.,2, 2™, Verifique que f(z) é holomorfa em I e mostre que nao
pode ser analiticamente continuado para nenhuma regiao que estritamente contenha D.
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